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On de termine les ensembles de points d’un plan euclidien qui peuvent e^tre construits
a partir d’un ensemble donne en rajoutant aux traditionnels outils re gle et compas
un outil conique qui, a cinq points dont trois quelconques ne sont pas aligne s,
associe la conique euclidienne passant par ces points. Comme application, on de ter-
mine les polygones re guliers qui peuvent e^tre construits a l’aide de ces outils. Divers
exemples effectifs sont de veloppe s, notamment la construction de certains polygones
re guliers.  2001 Academic Press
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INTRODUCTION
Aperc u sur l ’histoire des constructions planes
L’ide e de ce travail nous a e te sugge re e par la re cente diffusion de divers
logiciels de ge ome trie plane offrant, outre les traditionnelles proce dures
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utilise es pour construire des figures ‘‘a la re gle et au compas’’, un ‘‘outil
conique’’ qui trace, sur l’e cran, toute conique passant par cinq points
connus. Le proble me de la construction des figures planes a la re gle et au
compas a e te rencontre par les mathe maticiens grecs. Il n’a pourtant pas
e te pose en termes bien pre cis avant notre e poque contemporaine, par
exemple de nombreux auteurs omettent de pre ciser s’ils se permettent ou non
le ‘‘compas a pointes se ches’’, i.e. le report de longueurs. Depuis l’Antiquite ,
de nombreuses constructions a la re gle et au compas ont e te donne es, mais
comme autant de re sultats isole s, toute ide e d’algorithme permettant l’acce s
a une classe de points bien de finie e tant exclue. En fait, la question the orique
de la re gle et du compas n’a gue re e volue jusqu’a 1796, date ou Gauss publia
son travail sur les polygones re guliers constructibles a la re gle et au compas
(nous y reviendrons ci-dessous). Parmi les nombreux auteurs ayant e crit
sur la re gle et le compas, sans pre tendre donner ici une liste exhaustive, on
peut mentionner Georg Mohr et Mascheroni, qui ont notamment prouve ,
le premier en 1672 et le second en 1797, que tout ce qui peut e^tre construit
a la re gle et au compas peut e^tre construit au compas seul, pourvu que le
compas a pointes se ches soit autorise (voir [9, p. 87]); Poncelet, qui a
prouve que tout ce qui peut e^tre construit a la re gle et au compas peut
l’e^tre a la re gle seule pourvu qu’on connaisse un cercle et son centre (voir
[9, p. 87]); Richelot, qui a e crit sur le polygone re gulier a 257 co^te s (cf.
[12]), Hermes, qui a repris certaines ide es de Richelot pour e tudier le
polygone re gulier a 65 537 co^te s (cf. [8]), F. Klein, qui a re dige un e tat de
la question de la re gle et du compas dans [9], et H. Lebesgue, qui a consacre
un cours au Colle ge de France en 1942 au the me des constructions ge ome triques
(cf. [10]): dans cet ouvrage, H. Lebesgue donne une construction inte ressante
du 17-gone re gulier, ne ne cessitant que 6 cercles (cercle unite compris) et
6 droites, bien plus e le gante que celle, tre s peu e labore e et a peine lisible,
donne e par Klein dans [9] (Klein a besoin de 21 droites plus le cercle
unite ); de plus, Lebesgue conduit une e tude syste matique des pe riodes de
Gauss, dont il assure qu’elle est nouvelle, mais qui est malheureusement
quelque peu ga^che e par des notations difficiles a suivre et une utilisation
insuffisante de la the orie des corps et de la the orie de Galois.
Mais de longue date, les mathe maticiens s’e taient rendu compte, sans
toutefois l’expliquer clairement faute de notions approprie es sur la the orie
des corps, que la re gle et le compas restaient insuffisants me^me pour re soudre
des proble mes simples de construction. Comme la notion de construction
restait mal de finie, tre s to^t il a e te cherche des constructions faisant intervenir
des courbes auxiliaires autres que des droites ou des cercles. C’est ainsi que
les grecs re solvent le proble me de la duplication du cube par l’intersection
de deux paraboles, et que Pappus donne une construction de la trisection
de l’angle utilisant une hyperbole. Sans parler de l’introduction des concho@ des
et des cisso@ des par les grecs anciens, de la the orie des quadrices de Descartes,
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de la the orie de la re gle accompagne e et des syste mes articule s, etc. (avec la
re gle accompagne e, on peut utiliser les concho@ des de droite comme courbes
auxiliaires dans les constructions). La trisection de l’angle, le gue e par Pappus,
a e te reprise par les mathe maticiens arabes de s le IXe sie cle. On peut admirer
un te moignage inte ressant de cette connaissance des mathe maticiens arabes
au Muse e de la Porcelaine a Se vres, ou sont expose s des plats arabes date s
du Xe sie cle orne s de superbes polygones re guliers a 9 co^te s, ce qui sous-
entend la construction de l’angle 2?9 , un proble me qui n’est pas plus simple
que le proble me ge ne ral de la trisection de l’angle.
Mais revenons a la question proprement dite de la re gle et du compas.
Nous l’avons dit, Gauss lui fait faire un progre s de cisif en 1796, en publiant
son travail sur le polygone re gulier a 17 co^te s (in [5]). Pour ceux qui
seraient tente s de ne voir la qu’un aspect anecdotique de l’#uvre de Gauss,
rappelons que ce dernier a de clare , dans diverses correspondances, que non
seulement cette de couverte e tait l’une de celles dont il e tait le plus fier, mais
que c’est elle qui de termina toute sa vocation de mathe maticien (cf. [9, p. 86]).
Pourtant Gauss prouve seulement que tout polygone re gulier a p co^te s, quand
p est un nombre premier de Fermat, est constructible a la re gle et au compas.
Contrairement a ce qu’affirme F. Klein, Gauss ne prouve me^me pas que ces
polygones re guliers sont les seuls, parmi ceux dont le nombre des co^te s est
premier, qui soient constructibles a la re gle et au compas: il lui aurait fallu,
pour cela, des notions de the orie des corps qui n’avaient pas e te invente es
a son e poque (cf. [9, p. 84]). De plus, Gauss n’offre en 1796 aucune construc-
tion concre te du polygone re gulier a 17 co^te s: de telles constructions ne
commenceront a appara@^tre que vers 1820, et Gauss en donnera lui-me^me
apre s cette date. En fait, l’apport essentiel de Gauss dans cette question est
l’introduction et l’utilisation de ce que nous appelons aujourd’hui les
pe riodes de Gauss: une invention d’autant plus remarquable qu’elle constitue,
en substance, un exemple concret de de vissage d’un corps de nombres tre s
particulier a l’aide d’une tour d’e quations de degre 2, a une e poque ou
la notion de corps n’e tait pas encore de gage e et ou la the orie de Galois
n’avait pas encore e te invente e (bien que Lagrange, a peu pre s au me^me
moment, sans langage de the orie des groupes, ait fait de la the orie de
Galois comme Monsieur Jourdain faisait de la prose, c’est-a -dire sans s’en
rendre compte). A la suite de Gauss, tout au long du XIXe sie cle, divers
auteurs se sont plus inte resse s aux pe riodes de Gauss qu’aux constructions
ge ome triques proprement dites; le tout premier d’entre eux semble avoir e te
Legendre, qui consacre toute la cinquie me partie de son ouvrage [11] a
l’e quation xn=1 et a la the orie des pe riodes: lui aussi, sans the orie de
Galois, comprend parfaitement l’action du groupe de Galois de l’e quation
cyclotomique sur l’ensemble des pe riodes, et il indique clairement qu’elles
engendrent un groupe additif qui est une Z-alge bre; il de veloppe divers
exemples, dont n=13, n=17 et n=41; le cas n=17 est plus particulie rement
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analyse , et l’auteur de gage nettement les ambigu@ te s rencontre es dans les
choix successifs de racines, une pre occupation que nous n’avons retrouve e
avec cette franchise chez aucun des autres auteurs ayant traite de la con-
struction du 17-gone. Toutefois, la lecture de son paragraphe 536:
S ’il s’agissait de re soudre l ’e quation x257&1=0 ou de diviser la circonfe rence
en 257 parties e gales, le proble me ne serait gue re plus complique que celui qu’on
vient de re soudre; il y aurait seulement quatre e quations du second degre de plus
a re soudre, de sorte que le polygone de 257 co^te s pourrait s’inscrire ge ome trique-
ment comme celui de 17. Il en est de me^me du polygone de 216+1 ou 65 537
co^te s...
rapproche e de celle du paragraphe 6 du pre sent travail, laisse songeur.
Mais peut-e^tre est-ce cette lecture qui a donne d’abord a Richelot l’e nergie
ne cessaire pour e crire ses 80 pages dans le journal de Crelle au sujet des
pe riodes de Gauss de x257=1, puis a Hermes le courage de passer 10 ans
de sa vie a e tudier les pe riodes de Gauss de x65537=1... .
Apre s Legendre, la the orie de Galois est rapidement diffuse e et les auteurs
qui traitent des pe riodes en tiennent compte (cf. notamment l’expose , par
H. Weber dans [15], de l’e quation cyclotomique X12+X11+ } } } +X+1=0
de visse e a l’aide de pe riodes de Gauss). Parmi ces auteurs ayant travaille sur
les pe riodes de Gauss, Richelot et Hermes ont attache leur nom au 257-gone
et au 65 537-gone (articles cite s ci-dessus). C’est a tort qu’on leur attribue
respectivement la ‘‘construction ge ome trique’’ du premier et du second de
ces polygones re guliers. Aucun d’eux ne pre tend y parvenir (le titre de
l’article de Richelot est ‘‘Sur la re solution de l ’e quation X257=1...’’, et celui
de l’article de Hermes est ‘‘Sur la division du cercle en 65 537 parties
e gales...’’, ce qui e tait a l’e poque une autre manie re de de signer l’e quation
X65537=1), et aucun d’eux n’y parvient, ni n’indique aucun moyen effectif
d’y parvenir. Tous deux se bornent a essayer de classifier les pe riodes de
Gauss correspondantes, et n’y parviennent que pe niblement, et seulement
pour les pe riodes de niveau infe rieur. Il est incontestable qu’Hermes a bute
sur le proble me du de codage (c’est-a -dire du calcul effectif de ce que Gauss
appelait l ’index d’un entier non divisible par p), pour lequel nous de finissons
un algorithme efficace dans notre paragraphe 6. Comme nous le montrons
dans ce paragraphe 6, la construction effective du p-gone, quand p est un
nombre premier de Fermat, peut s’envisager de deux manie res: soit l’on
s’interdit toute me thode d’approximation pour classer les pe riodes de
Gauss, et l’on cherche explicitement l’arbre donnant toutes les tours
d’e quations de degre 2 qui de vissent le proble me (cette me thode est donc
purement ge ome trique); soit l’on se permet de classer entre elles les
pe riodes de Gauss re elles a l’aide d’approximations de ces pe riodes; dans le
second cas, il suffit d’exprimer explicitement, a chaque e tage, les produits des
pe riodes de Gauss en fonction des pe riodes de Gauss de l’e tage en-dessous
pour obtenir un algorithme de construction du p-gone. Pour p=257, nous
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avons mene a bien les deux me thodes, et nous donnons une figure concre te
(que nous avons de compose e en 5 figures successives) qui construit effective-
ment le 257-gone. Nous montrons clairement qu’une figure unique avec un
cercle de 3 a 4 me tres de rayon peut, avec des moyens techniques tout a fait
raisonnables, e^tre parfaitement re alise e avec une haute pre cision. En observant
l’expression nume rique de la tour d’e quations de degre 2 de la premie re
me thode pour p=257, on se rendra compte qu’elle e tait tout a fait inaccessible
a Richelot et Hermes, car elle est impossible a obtenir sans les moyens de
calcul d’aujourd’hui. Mais il est a noter que Richelot ne donne me^me pas
la liste comple te des produits de pe riodes de Gauss ne cessaire a la mise en
#uvre de la deuxie me me thode. Quant a Hermes, il semble reprendre
certaines ide es de Richelot pour obtenir des produits de pe riodes de Gauss
de faible niveau, mais pour les pe riodes de niveau supe rieur, il en revient
au travail initial de Gauss sur les pe riodes; il n’aboutit visiblement pas
comple tement et bien su^r ne donne pas la liste comple te des produits de
pe riodes ne cessaire a la mise en #uvre de la seconde me thode, liste que
nous donnons dans notre paragraphe 6: c’est que me^me pour cette liste,
bien plus facile a obtenir que la tour d’e quations du second degre de la
premie re me thode, avec p=65537 les moyens de calcul d’aujourd’hui
paraissent indispensables (dans le paragraphe 6, nous discutons la possi-
bilite mate rielle d’un trace effectif de la construction du 65537-gone).
De scription du pre sent travail
Pour traiter les proble mes de ge ome trie plane ci-dessous, nous nous placerons
dans le plan d ’ArgandCauchy C, i.e., le corps complexe C sera muni de sa
structure canonique de plan euclidien, dont la norme est la valeur absolue
usuelle de C, et dont nous noterons ( } | } ) le produit scalaire. La re fe rence
a cette structure euclidienne sera signale e par l’adjectif euclidien (par exemple,
une droite (affine) euclidienne de C est une R-droite affine). Dans tout le texte,
pour abre ger, on appellera simplement droite (resp. cercle, conique) une droite
affine euclidienne (resp. un cercle euclidien, une conique euclidienne).
Dans le classique proble me des constructions a la re gle et au compas, on
dispose de deux outils: l’outil droite, qui, a deux points z1 et z2 de C distincts,
associe la droite qui les joint, et l’outil cercle qui, a deux points | et z0 de C
distincts, associe le cercle de centre | qui passe par z0 . Les points de C qu’on
peut de duire d’un ensemble de de part E donne contenant [0, 1] par applica-
tion re pe te e a volonte de ces outils, forment un sous-corps de C; si E=[0, 1],
on sait que c’est le corps des nombres constructibles (sous-entendu: a la re gle
et au compas). Il nous a paru utile de revenir rapidement sur cette the orie de
la re gle et du compas, dont l’interpre tation en termes de the orie des corps est
moins e vidente qu’il n’y para@^t, car il faut partir d’un corps de base syme trique
(i.e. stable par la conjugaison ordinaire de C) pour aboutir a une extension
alge brique. En effet, si z # C, il se peut que z soit transcendant sur le corps
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Q(z), alors qu’il est constructible a la re gle et au compas a partir de
[0, 1, z] (par exemple si (x, y) est un couple de re els Q-alge briquement
libre, en posant z=x+iy, il est clair que z est transcendant sur Q(z)).
Rajoutons maintenant a ces deux outils l ’outil conique qui, a cinq points
de C dont trois quelconques ne sont pas aligne s, associe la conique passant
par ces cinq points. On suppose que pour tout couple de coniques ainsi
obtenues et distinctes, l’outil conique donne leurs points d’intersection, et
les donne individuellement, i.e. qu’on peut les distinguer, par exemple avec
l’ordre lexicographique naturel de C identifie a R2, ou encore a l’aide des
modules et des arguments. On suppose aussi que pour toute conique 1
obtenue par l’outil conique, et pour toute droite D et pour tout cercle C
obtenus par les outils droite et cercle, lorsque l’intersection 1 & D (resp.
1 & C) est un ensemble fini, les outils donnent (individuellement) les
e le ments de cette intersection. A partir d’un ensemble initial E contenant
[0, 1], ite rons a volonte l’application de ces outils. Les intersections mutuelles
de toutes les droites et coniques et de tous les cercles obtenus forment un
ensemble de points de C. Chacun de ces points sera dit de duit de E par
constructions par re gle, compas et coniques (ce que nous abre gerons en
construction par coniques). Nous montrons que cet ensemble est un sous-corps
de C, auquel on peut acce der par des constructions effectives. Nous avons
appele ce corps le corps des nombres (2, 3)-constructibles sur le corps K
engendre par l’union de E et de son syme trique dans C.
Dans le paragraphe 1, on pre cise les notations et on de finit une notion
particulie re, adapte e a nos proble mes de construction, de rationalite par
rapport a un sous-corps de C syme trique. Le paragraphe 2 consiste en un
re sume de la the orie de la re gle et du compas. Dans le paragraphe 3, on
de finit les nombres (2, 3)-constructibles, on e tablit le re sultat fondamental
qui les lie aux constructions par coniques, et on de termine les entiers
naturels N tels que toutes les racines N-ie mes de 1 soient constructibles par
coniques a partir de [0, 1]. Dans le paragraphe 4, on donne des exemples
effectifs de constructions par coniques: trisection de l’angle, racines cubiques
d’un nombre, racines de polyno^mes de degre 3: a chaque fois, on e tudie
comment minimiser le nombre d’e tapes de constructions ge ome triques et,
paralle lement, d’extensions de corps. Dans le paragraphe 5, on revient sur
la question des polygones re guliers constructibles et sur certaines questions
de calcul effectif affe rentes; des constructions comple tes du groupe UN des
racines N-ie mes de l’unite sont donne es pour N # [5, 7, 13, 17, 19, 37] et un
algorithme ge ne ral de calcul et de construction est donne pour tous les
nombres N de finis ci-dessus. Dans le paragraphe 6, on e tudie en de tail les
polygones re guliers de Gauss (i.e. ceux des pre ce dents dont le nombre des
co^te s est premier et qui sont constructibles a la re gle et au compas), on
explicite les calculs de pe riodes pour p=257 et p=65537, et on donne une
construction explicite du polygone re gulier a 257 co^te s.
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1. NOTATIONS ET TERMINOLOGIE
La sphe re de Riemann C _ [] sera note e C . Les cercles-droites de C
sont les cercles euclidiens de C (e ventuellement re duits a leur centre, auquel
cas on parle de cercle-point) et les droites euclidiennes de C comple te es par
le point . Les permutations de C qui envoient tout cercle-droite dans au
moins un cercle-droite transforment tout cercle-droite en un cercle-droite et
induisent une permutation de l’ensemble des cercles-droite. L’ensemble de
ces permutations est le groupe des permutations de C qui induisent une
permutation de l’ensemble des cercles-droites, et il est appele le groupe
circulaire de C . Nous le noterons C.
Une syme trie orthogonale de C par rapport a une droite euclidienne D
prolonge e en associant  a lui-me^me devient un e le ment d’ordre 2 de C,
que nous appellerons la re flexion (par rapport au cercle-droite D _ []).
Une inversion positive de centre | # C, prolonge e a C en associant  a |
et | a , devient un e le ment d’ordre 2 de C, que nous appellerons re flexion
(par rapport au cercle des points fixes de l’inversion). Le mot re flexion est
ici une abre viation pour re flexion anallagmatique. La re flexion qui induit
sur C la conjugaison ordinaire z [ z sera note e #.
Pour toute matrice M=( ac
b
d) e le ment de GL(2, C), l’homographie
z [ az+bcz+d de C sera note e hM . L’application M [ hM est un morphisme de
groupes de GL(2, C) dans C, dont l’image est appele e le groupe des
homographies de C , ou encore le groupe circulaire droit de C . Nous noterons
C+ ce groupe. Il est bien connu que C+ est d’indice 2 dans C, et que C est
engendre par C+ _ [#]. Toute re flexion de C appartient a C"C+ (une
homographie autre que l’identite a au plus deux points fixes). Les e le ments
de C"C+ sont appele s les antihomographies.
Pour tout sous-corps K de C, on notera C+, K le sous-groupe de C+
image de GL(2, K) par le morphisme M [ hM . Ses e le ments seront appele s
les homographies de finies sur K.
Un sous-corps K de C est dit syme trique ssi #(K)=K. Il en est ainsi ssi
soit K/R (i.e. K est re el ), soit K=(K & R)(i - d ) avec d # K & RC+ . Pour
un tel corps K, on notera KR=K & R.
Si K est un sous-corps syme trique non re el de C, nous appellerons
(K, R)-base de C toute R-base (e1 , e2) de C qui est une KR -base de K.
Courbes alge briques dans le plan complexe
La terminologie que nous allons maintenant introduire s’e carte quelque
peu des terminologies classiques de vocabulaire analogue en ge ome trie
alge brique. Cela tient au caracte re tre s particulier de la situation envisage e:
le corps C est en me^me temps un plan euclidien, d’ou un de licat va-et-vient
entre le monodimensionnel et le bidimensionnel.
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On identifiera C a son image canonique C1 dans le C-espace vectoriel
CR C, qui est le complexifie du plan euclidien C. On notera Proj(CR C) le
projectifie du C-espace vectoriel CR C.
Nous appellerons courbe alge brique euclidienne de C (ce que nous
abre gerons en courbe alge brique) toute classe de RC-proportionnalite de
fonctions R-polynomiales non constantes sur C. Le degre m des polyno^mes
qui repre sentent la courbe est appele le degre de la courbe. Si m=1, la
courbe est appele e une droite, si m=2, une conique, si m=3, une cubique,
si m=4, une quartique, si m=5, une quintique, si m=6, une sextique, une
heptique si m=7, une octique si m=8... et une m-ique dans le cas ge ne ral.
Une courbe alge brique est dite irre ductible ssi les polyno^mes qui la de finissent
sont absolument irre ductibles, c’est-a -dire irre ductibles sur C.
E tant donne e une courbe alge brique A, les polyno^mes f # A ont tous
me^me ensemble de ze ros dans CR C: ces ze ros seront appele s les points
de A. L’ensemble de ces ze ros sera note Z(A); l’ensemble C & Z(A) sera
note ZR(A), on l’appellera l’ensemble des points re els de la courbe.
L’adhe rence de Z(A) dans Proj(CR C) sera note e Z(A)@ , et les points
de Z(A)@ "Z(A) seront appele s les points a l ’infini de A. Les points a
l’infini adhe rents a ZR(A) seront appele s les points a l ’infini re els de la
courbe.
Soit K un sous-corps syme trique non re el de C, et soit A une courbe
alge brique de degre m. Les assertions suivantes sont e quivalentes: (1) il
existe une (K, R)-base B=(e1 , e2) de C et un polyno^me f # KR [X, Y] qui
repre sente A dans B (i.e. tel que la fonction R-polynomiale C  R,
(xe1+ ye2) [ f (x, y) (ou (x, y) de crit R2) de finisse A); (2) l’assertion qui
pre ce de est vraie avec toute (K, R)-base de C; (3) il existe une famille
(ak, *)[ k+lml<k d’e le ments de K et une famille (bk)2km d’e le ments de KR
telles que la fonction R-polynomiale f sur C de finie par (1) repre sente A:
f : C  R, z [ :
[ l<k
k+lm
(a k, lzkz l+ak, l z kzl )+ :
2km
bk zkz k. (1)
Nous dirons que A est de finie sur K ssi ces assertions sont ve rifie es.
Soit une (K, R)-base (e1 , e2) de C et des fractions rationnelles F # KR(t)
et G # KR(t) telles que KR(t)=KR(F, G). Dans la C-base (e1* , e2*)=(e1 1,
e2 1) de CR C, le couple (F, G) de termine une application 8: * [
F(*) e1*+G(*) e2* a valeurs dans CR C, de finie dans l’ensemble D e gal a
C prive des po^les de F et G. L’adhe rence 1 de l’image de 8 est alors
l’ensemble des points d’une courbe alge brique R de C, qui est irre ductible
et de finie sur K. L’ensemble 1 & C est l’union d’un ensemble fini et de
8(D & R). Le couple (F, G) est appele une repre sentation KR -rationnelle de
R dans (e1 , e2). Pour toute autre (K, R)-base (e$1 , e$2) de C, il existe une
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repre sentation KR-rationnelle de R dans (e$1 , e$2). Les courbes alge briques
ainsi obtenues seront dites K-rationnelles. Une courbe alge brique de finie sur
K et qui est C-rationnelle n’est pas ne cessairement K-rationnelle.
On ve rifie alors les assertions suivantes:
v Une droite de C est de finie sur K ssi elle est K-rationnelle. Cette
proprie te e quivaut a chacune des deux assertions suivantes: (1) il existe au
moins deux points de K sur la droite; (2) il existe un point de K sur la
droite et un e le ment non nul de K qui soit vecteur directeur de la droite;
(3) la droite est de finie par une e quation de la forme a z+az +b=0, ou
(a, b) # K*_KR .
Il en de coule imme diatement que la paralle le a une droite de finie sur K
mene e par un point de K est de finie sur K.
v Soit deux droites de finies sur K et non paralle les, alors leur unique
point commun appartient a K.
v L’orthogonal euclidien d’un vecteur de C e le ment de K* admet des
e le ments dans K C. Donc e tant donne e une droite D de finie sur K et un
point a # K, la droite orthogonale a D passant par a est de finie sur K.
En conse quence, la projection orthogonale de a sur D appartient a K.
On en de duit que la me diatrice de deux points de K distincts est de finie
sur K.
v Soit une conique propre A de C (c’est-a -dire une conique irre duc-
tible au sens ci-dessus). Pour que A soit K-rationnelle, il faut et il suffit
qu’elle soit de finie sur K et admette au moins un point dans K (couper la
conique par des droites passant par un tel point fixe et par un autre point
arbitraire de K). Chacune des deux autres conditions ci-apre s est ne cessaire
et suffisante pour qu’une conique propre soit K-rationnelle: (1) dans toute
(K, R)-base de C, elle admet une repre sentation parame trique rationnelle
de la forme x= P(t)R(t) ; y=
Q(t)
R(t) avec P, Q et R polyno^mes en t de degre 2
a coefficients dans KR et KR-line airement inde pendants; et (2) la conique
admet au moins cinq points dans K.
Si une conique est de finie sur K, elle n’est pas ne cessairement K-ration-
nelle, mais l’ensemble des centres de la conique est de fini sur K (un centre
est par de finition un point critique des polyno^mes qui la repre sentent).
L’ensemble des points singuliers de la conique est aussi de fini sur K (un
point singulier est par de finition un centre qui est en me^me temps point de
la conique; une conique propre n’admet aucun point singulier).
Une conique est appele e un cercle ssi la partie homoge ne de degre 2 des
R-polyno^mes qui la repre sentent est RC-proportionnelle a z [ |z| 2. De
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manie re e quivalente, un cercle est une conique repre sente e par un R-poly-
no^me de la forme
zz &a z&az +b=0 (2)
avec (a, b) # C_R. S’il en est ainsi, ce polyno^me est unique, on l’appelle
l ’e quation normale du cercle. L’e quation (2) e quivaut a |z&a|2=|a|2&b.
L’ensemble des points re els est donc vide ssi |a|2&b<0 (on dit alors qu’il
s’agit d’un cercle imaginaire), on a un cercle-point ssi |a|2=b et un cercle-
droite de rayon >0 ssi |a|2&b>0, le rayon e tant alors - |a|2&b. Dans
tous les cas, il y a un centre unique, qui est a. D’apre s (2), le cercle est
de fini sur K ssi (a, b) # K_KR , et il est K-rationnel ssi il est de fini sur K et
de plus admet un point dans K. Soit un cercle-droite de rayon R>0 et de
centre |: si (|, R) # K_KR , le cercle est K-rationnel, mais la re ciproque est
fausse: si le cercle est K-rationnel, on peut seulement dire que (|, R2) #
K_KR , cette condition n’e tant d’ailleurs pas suffisante pour qu’il y ait
K-rationalite , puisqu’elle e quivaut a dire que le cercle est de fini sur K. Par
exemple, avec K=Q[i], le cercle d’e quation zz =3 est de fini sur K, mais
non K-rationnel.
Un cercle propre est K-rationnel ssi il admet au moins trois points dans
K. En effet, la condition est trivialement ne cessaire. Elle est suffisante, parce
que si a, b, c sont trois points du cercle, ils ne sont pas aligne s (le cercle
est propre), donc les me diatrices des couples [b, c], [c, a] et [a, b] concourent,
et d’apre s ce qui pre ce de, leur point commun, qui est le centre du cercle,
est dans K.
Il de coule imme diatement de (2) que l’axe radical de deux cercles non
concentriques et de finis sur K est une droite de finie sur K.
Soit une conique de C, repre sente e par une fonction R-polynomiale
f : C  R, z [ a z2+az 2+bzz +c z+cz +d (3)
avec (a, b) # (C_R)"[(0, 0)] et (c, d) # C_R. La conique est dite de ge ne re e
ssi elle est non propre. Elle est dite propre a points re els ssi elle est propre et
admet au moins un point dans C (les points de la conique appartenant a C en
sont les points re els). La classification affine des coniques est bien connue.
Lorsque a=0, on retrouve les cercles. Dans le cas ge ne ral, une forme quadrati-
que a l’infini de la conique est la fonction f : z [ a z2+az 2+bzz , dont le
discriminant est b2&4aa . La conique admet donc un centre unique ssi
4aa &b2{0. La gerbe des directions asymptotiques de la conique de finie
par (3) est par de finition la conique de finie par f . Ces directions sont
re elles et orthogonales ssi b=0. Donc les conditions b=0 et a{0 sont
ne cessaires et suffisantes pour que la conique soit une hyperbole e quilate re
ou une gerbe de deux droites re elles orthogonales, qui sont toujours des
coniques a points re els.
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2. LA RE GLE ET LE COMPAS
La 2-clo^ture galoisienne d ’un sous-corps de C
De finition 2.1. Soit K un sous-corps de C. On appellera 2-extension de
K toute extension galoisienne finie L de K dans C telle que Gal(LK) soit
un 2-groupe.
La compose e et l’intersection de deux 2-extensions de K sont des 2-exten-
sions de K. Les 2-extensions de K forment donc une famille filtrante a
droite d’extensions galoisiennes de K. L’union des 2-extensions de K est
donc une extension galoisienne infinie de K dans C, qu’on notera K [2] , et
que nous appellerons la 2-clo^ture galoisienne de K. Les extensions galoisiennes
fines de K dans K [2] sont ses 2-extensions.
The ore me 2.1. Soit K un sous-corps de C et z # C"K. On a z # K [2] ssi
il existe un entier n1 et une suite finie (M0 , ..., Mn) d ’extensions de K dans
C telle que z # Mn , que K=M0 / } } } /Mn , et que pour tout i # 1, n, on
ait [Mi : Mi&1]2.
De monstration. Il est clair que la condition est ne cessaire, car pour
toute 2-extension L de K, il existe une tour normale (L0 , ..., Ln) de 2-extensions
telle que K=L0/ } } } /Ln=L et que [Li : Li&1]=2 pour tout i # 1, n.
Montrons que la condition est suffisante. Soit (M0 , ..., Mn) une suite
ve rifiant les conditions de l’e nonce . Montrons par re currence que Mk/K [2]
pour tout k # 0, n. C’est imme diat pour k=0. Supposons l’assertion vraie au
rang k avec 0k<n. Soit M$k la clo^ture galoisienne de Mk (on a donc
M$k /K (2]), et soit M$k+1=M$k Mk+1 . Soit 41 , ..., 4r les K-conjugue s de
M$k+1 , avec 41=M$k+1 . Soit les extensions L1 , ..., Lr de M$k+1 de finies par
L1=41 et Lj+1=Lj4j+1 pour tout j<r. Alors Lr est la clo^ture K-galoisienne
de M$k+1 et [Lj+1 : Lj]2 pour tout j. Dans la tour d’extensions
M$k /M$k+1=L1 / } } } /Lr
tous les degre s interme diaires valent 1 ou 2, donc [Lr : M$k] est une puissance
de 2. Comme [M$k : K] est une puissance de 2 (puisque M$k /K [2]), en
de finitive [Lr : K]=[Lr : M$k][M$k : K]=card(Gal(Lr K)) est une puis-
sance de 2. Donc Lr /K [2] , et a fortiori Mk+1 /K [2] , ce qui ache ve la
preuve par re currence. K
Corollaire 1. Soit K un sous-corps de C. Le corps K [2] est la plus
petite extension L de K dans C telle que tout polyno^me P # L[X] de degre
2 soit dissocie sur L.
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De monstration. Il suffit de conside rer des polyno^mes P normalise s, i.e.
de coefficient dominant 1. Soit d’abord P(X)=X2+bX+c un polyno^me
de degre 2 normalise a coefficients dans K [2] . La clo^ture K-galoisienne L
de K(b, c) est une 2-extension de K, et l’extension M de L engendre e par les
racines de P est de degre 2 sur L, d’ou M/K [2] en vertu du the ore me 2.1.
Soit L une extension de K dans C telle que tout polyno^me P # L[X] de
degre 2 soit dissocie sur L. Toute extension de K dans C de degre 2 est
alors contenue dans L. Par une re currence imme diate, on voit que pour
toute tour M0 , ..., Mn d’extensions de K dans C telle que K=M0 / } } } /
Mn et que [Mi+1 : Mi]=2 pour tout i<n, on a Mn /L, d’ou enfin K [2] /L
en vertu du the ore me 2.1. K
Corollaire 2. Soit K un sous-corps de C et M une extension de K telle
que K/M/K [2] . On a K [2]=M [2] .
De monstration. Les corps K [2] et M [2] sont deux extensions de K et de
M dans lesquelles tout polyno^me de degre 2 est dissocie ; donc K [2]/M [2]
et M [2]/K [2] , et par conse quent M [2]=K [2] . K
Si K est syme trique, on ve rifie aise ment que K [2] est syme trique.
Les constructions a la re gle et au compas
Soit E une partie de C contenant [0, 1]. Nous noterons F(E) l’ensemble
dont les e le ments sont les droites passant par deux points de E distincts et
les cercles de centre appartenant a E et passant par un point de E. Nous
noterons P(E) l’ensemble des points z # C pour lesquels il existe U # F(E)
et V # F(E) tels que U{V (ce qui implique que l’ensemble U & V est fini)
et que z # U & V. De finissons par re currence les suites (Fn(E))n1 et
(Pn(E))n0 en posant P0(E)=E et Fn+1(E)=F(Pn(E)) et Pn+1(E)=
P(Pn(E)) pour tout n0. Comme E contient au moins deux points, on a
E/P(E) (pour tout z # E, choisir a # E"[z] et conside rer la droite passant
par z et a et le cercle de centre a passant par z). Par re currence, on voit
donc que les suites (Pn(E)) et (Fn(E)) sont croissantes. On notera C(E)
l’ensemble n0 Pn(E): c’est la plus petite partie F de C contenant E telle
que P(F )=F. On notera F(E)=n1 Fn(E). Si E est syme trique (i.e.
invariant par #), les ensembles Pn(E) sont syme triques, et les ensembles
Fn(E) sont syme triques (i.e. #-stables), et donc C(E) et F(E) sont syme tri-
ques. Il est clair que si E/E$/C, pour tout n on a Fn(E)/Fn(E$) et
Pn(E)/Pn(E$).
Soit F une partie de C contenant E. Supposons qu’il existe un entier
N1 tel que E/F/PN(E). Par re currence, on voit alors que pour tout
entier n, on a Pn(E)/Pn(F )/Pn+N(E) et, si n1, que Fn(E)/Fn(F )/
Fn+N(E). On en de duit que C(E)=C(F ) et F(E)=F(F ).
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La ge ome trie euclidienne e le mentaire montre les proprie te s suivantes:
v On a #(E)/P1(E). En conse quence, d’apre s ce qu’on vient de voir,
pour toute partie E$ de C telle que E/E$/E _ #(E), on a C(E)=C(E$)=
C(E _ #(E)) et F(E)=F(E$)=F(E _ #(E)). Comme les ensembles C(E _#(E))
et F(E _ #(E)) sont syme triques, on en de duit que C(E) et F(E) sont
toujours syme triques.
v Si a # E et b # E avec a{b, le syme trique 2b&a de a par rapport
a b appartient a P1(E), la me diatrice de [a, b] appartient a F2(E), le milieu
1
2 (a+b) de [a, b] appartient a P2(E), et a+b # P3(E).
v Soit D une droite e le ment de F(E) et a # E. Si a  D, le syme trique
(orthogonal) de a par rapport a D appartient a P1(E), la droite orthogonale
a D passant par a appartient a F2(E), la projection orthogonale de a sur D
appartient a P2(E), et la paralle le a D passant par a appartient a F3(E). Si
a # D, la droite orthogonale a D passant par a appartient a F3(E).
v On a i # P3(E), d’ou (en utilisant ce qui suit) Q[i]/C(E).
v Soit a, b et c dans E non aligne s. Le cercle passant par a, b et c
appartient a F3(E).
v Soit a # E et b # E. Alors si [a, b] & R=<, on a ab # P4(E), et si
[a, b]/R, on a ab # P6(E). La figure 1 donne les constructions de ab a
partir de a, b et 1 dans le premier cas, et a partir de a, b, 1 et un point
quelconque c # P1(E)"R dans le second cas. Le cas ou [a, b] & R #
[[a], [b]] se traite imme diatement avec le the ore me de Thale s, on a alors
ab # P3(E).
v Soit a # E"[0]. On a 1a # P5(E) (utiliser l’inverse par rapport au cercle
unite de la droite affine passant par 1 et a). La figure 2 donne une construction
particulie re dans le cas ou a est exte rieur au cercle unite .
FIG. 1. A gauche, premier cas, utilisation des proprie te s des similitudes. A droite, deuxie me
cas, utilisation du the ore me de Thale s.
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FIGURE 2
Le lien entre les corps et les constructions
On de duit des proprie te s ci-dessus que C(E) est un sous-corps syme trique
de C, extension du sous-corps syme trique de C engendre par E. De plus,
Q[i]/C(E). Ce corps C(E) est appele le corps des nombres constructibles (a
la re gle et au compas) a partir de E. Lorsque E=[0, 1], le sous-corps engendre
par E est Q (donc est de ja syme trique), et le corps C(E) est simplement appele
le corps des nombres constructibles (sous-entendu: a la re gle et au compas).
Dans toute la suite du pre sent paragraphe, le sous-corps syme trique de C
engendre par E sera note K, et le sous-ensemble E de C contenant [0, 1] sera
fixe .
The ore me 2.2. On a C(E)=K [2] , et F(E) est l ’ensemble des parties de C
dont les e le ments sont les droites K [2]-rationnelles et les cercles K [2]-rationnels.
De monstration. Notons E$=(E _ [i]) _ #(E _ [i]), L=K [2] et 4=C(E).
On a 4=C(E$). Notons 40=K(E$), et pour tout entier n1, notons 4n le
sous-corps de C engendre par Pn(E$). Les corps 4n sont syme triques et non
re els. Comme Pn(E$)/4n/4 pour tout n, on voit que 4=n0 4n .
v Montrons d’abord que 4/L: pour cela, nous allons montrer par
re currence sur n que 4n/L pour tout n. On a 40=K(i)/L. Supposons
prouve que 4n/L. Soit ‘ # Pn+1(E$). Soit deux parties U # Fn(E$) et
V # Fn(E$) distinctes telles que ‘ # U & V. Si U et V sont deux droites, elles
sont 4n-rationnelles, et donc z # 4n . Supposons que U soit une droite et
que V soit un cercle: ces objets sont alors 4n-rationnels. On a donc (a, :, b, ;)
# 4n_4n_(4n)R_(4n)R avec a{0 tels que U et V admettent respective-
ment les e quations complexes:
a z+az +b=0; zz +: z+:z +;=0.
En tirant z de la premie re de ces e quations et en reportant dans la seconde
e quation, on conclut que ‘ est racine du polyno^me a X 2+(:a &: a+b) X+
b:&a;, qui est de degre 2 a coefficients dans 4n . D’apre s le corollaire du
the ore me 2.1, on a donc ‘ # L. Supposons enfin que U et V soient des cercles.
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On a alors deux couples (:1 , ;1) et (:2 , ;2) e le ments de 4n_(4n)R tels que
ces cercles admettent respectivement les e quations complexes:
zz +: 1 z+:1 z +;1=0; zz +: 2z+:2z +;2=0
Comme U{V et U & V{<, ne cessairement :1 {:2 . En retranchant ces
e quations membre a membre, on obtient a z+az +b=0, avec a=:1&:2 et
b=;1&;2 . On a (a, b) # 4n_(4n)R et a{0, donc l’e quation complexe
a z+az +b=0 repre sente une droite 4n-rationnelle. On est ramene au cas
pre ce dent, et donc ‘ # L. On a donc prouve que Pn+1(E)/L, donc
4n+1 /L, ce qui ache ve de montrer que 4/L.
v Montrons que L/4. On a K/4, car 4 est syme trique. D’apre s le
corollaire 1 du the ore me 2.1, il suffit de montrer que tout polyno^me P(X )
=X 2+bX+c # 4[X] est dissocie sur 4. Fixons donc P ainsi. Posons
2=b2&4c. Si 2=0, l’assertion est triviale. Supposons 2{0 et soit $ une
racine carre e de 2 dans C. Les racines de P sont 12 (&b+$) et
1
2 (&b&$).
Il suffit donc de montrer que $ # 4. Or les constructions a la re gle et au
compas illustre es par la figure 3 montrent que [&$, $]/P4(4). Il faut
distinguer les cas 2  R et 2 # R. Dans ce dernier cas, nous n’avons montre
la construction que pour 2 # RC+ (le cas 2 # R
C
& s’y rame ne par syme trie
orthogonale par rapport a l’axe imaginaire).
Comme Pn(4)=4 pour tout n, on conclut bien que $ # 4, donc P(X) est
dissocie sur 4, ce qui ache ve de prouver que L/4. En de finitive, on a
donc bien L=4.
Enfin, en remontant pas a pas les raisonnements ci-dessus, on voit que
F(E) est l’ensemble dont les e le ments sont les cercles et les droites L-rationnels.
K
FIGURE 3
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3. RE GLE ET COMPAS PLUS OUTIL CONIQUE
La (2, 3)-clo^ture galoisienne d ’un sous-corps de C
E tant donne s deux entiers naturels premiers distincts p et q, on sait
qu’on appelle ( p, q)-groupe tout groupe fini dont le cardinal est de la forme
pmqn avec (m, n) # N2. Il est bien connu qu’un ( p, q)-groupe est re soluble
(the ore me de Burnside).
De finition 3.1. Soit K un sous-corps de C. On appelle (2, 3)-extension
de K toute extension galoisienne finie L de K dans C telle que le groupe
Gal(LK) soit un (2, 3)-groupe.
Toute (2, 3)-extension de K est re soluble. L’intersection et la compose e
de deux (2, 3)-extensions de K sont encore des (2, 3)-extensions de K.
L’ensemble des (2, 3)-extensions de K est donc filtrant a droite, donc l’union
des (2, 3)-extensions de K est un sous-corps de C extension galoisienne infinie
de K, que nous noterons K [2, 3] , et que nous appellerons la (2, 3)-clo^ture
galoisienne de K dans C. Il est imme diat que K [2] % K [2, 3] . Les extensions
galoisiennes finies de K dans K [2, 3] sont ses (2, 3)-extensions.
The ore me 3.1. Soit K un sous-corps de C et soit z # C"K. Pour que
z # K [2, 3] , il faut et il suffit qu’il existe un entier n1 et une suite finie
(M0 , ..., Mn) de sous-corps de C telle que K=M0 / } } } /Mn , que z # Mn ,
et que [Mj : Mj&1]3 pour tout j # 1, n.
De monstration. La condition est ne cessaire, car une (2, 3)-extension L
de K e tant finie re soluble, il existe une tour (Li)0in d’extensions de K
ve rifiant
K=L0 / } } } /Ln=L
telle que Lj soit galoisienne sur Lj&1 et [Lj : Lj&1] # [2, 3] pour tout
j # 1, n.
Montrons que la condition est suffisante. Soit un entier n1 et une tour
(Mi)0in d’extensions de K dans C ve rifiant les conditions de l’e nonce .
Montrons par re currence que Mk /K [2, 3] pour tout k # 0, n. C’est
imme diat pour k=0. Supposons-le vrai au rang k, avec k<n. Soit M$k la
clo^ture galoisienne de Mk (donc M$k /M [2, 3]). Soit M$k+1=M$k Mk+1 .
Soit 41 , ..., 4r les K-conjugue s de M$k+1 , avec 41=M$k+1 . Soit les exten-
sions L1 , ..., Lr de M$k+1 de finies par L1=41 et Lj+1=Lj4j+1 pour tout
j<r. Alors Lr est la clo^ture K-galoisienne de M$k+1 et [Lj+1 : Lj]3 pour
tout j. Dans la tour d’extensions
M$k /M$k+1=L1 / } } } /Lr
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tous les degre s interme diaires valent 1, 2 ou 3, donc [Lr : M$k] est de la
forme 2:3; avec (:, ;) # N2. Il en est de me^me de [M$k : K] puisque
M$k /K [2, 3] . Donc [Lr : K]=card(Gal(Lr K)) est aussi de la forme 2:3;,
i.e. Lr /K [2, 3] , et a fortiori Mk+1 /K [2, 3] , ce qui ache ve la de monstration.
K
Corollaire 1. Soit K un sous-corps de C. Le corps K [2, 3] est la plus
petite extension L de K dans C telle que tout polyno^me P # L[X] de degre
2 ou 3 soit dissocie sur L. De plus, tout polyno^me P # L[X] de degre 4 est
dissocie sur L.
De monstration. Il suffit de conside rer des polyno^mes P normalise s.
Soit d’abord P(X )=X d+ i=di=1 aiX
d&i un polyno^me a coefficients dans
K [2, 3] , de degre d # [2, 3, 4]. La clo^ture K-galoisienne L de K(a1 , ..., ad)
dans C est une (2, 3)-extension de K. Notons M l’extension de L engendre e
par les racines de P dans C. Si d=2, on a [M : L] 2, d’ou M/K [2, 3]
en vertu du the ore me 3.1. Si d=3, soit : une racine de P dans C. On a
[L(:) : L]3, donc L(:)/K [2, 3] d’apre s le the ore me 3.1. Supposons enfin
d=4. On peut se borner au cas ou P est L-irre ductible, sinon on est
ramene a l’un des cas pre ce dents. Soit alors N la clo^ture L-galoisienne de
M dans C. Le groupe Gal(NL) est re soluble de cardinal & # [4, 8, 12, 24]
(il est ou bien 4-cyclique, ou bien isomorphe a [1, &1]2, ou bien 4-die dral,
ou bien isomorphe a A4 , ou bien isomorphe a S4). On a donc une tour
de JordanHo lder (N0 , ..., Nr) d’extensions de N telle que L=N0/ } } } /
Nr=N, et que pour tout j # 1, r, l’extension N j de N j&1 soit galoisienne
de degre 2 ou 3. D’apre s le the ore me 3.1, on en de duit que N/K [2, 3] ; a
fortiori, on a M/K [2, 3] .
Soit maintenant L une extension de K dans C telle que tout polyno^me
P # L[X] de degre 3 soit dissocie sur L. Alors toute extension de K dans
C de degre 2 ou 3 est contenue dans L. Par une re currence imme diate, on
voit que pour toute tour (M0 , ..., Mn) d’extensions de K dans C telle que
K=M0 / } } } /Mn et [Mi+1 : Mi]3 pour tout i<n, on a Mn/L, d’ou
K [2, 3]/L en vertu du the ore me 3.1. K
Corollaire 2. Soit K et M deux sous-corps de C avec K/M/K (2, 3] .
On a K [2, 3]=M [2, 3] .
De monstration. Les corps K [2, 3] et M [2, 3] sont deux extensions de K et
de M dans lesquelles tout polyno^me de degre 2 ou 3 est dissocie ; d’apre s
le corollaire 1 on en de duit: K [2, 3]/M [2, 3] et M [2, 3]/K [2, 3] , et par con-
se quent M [2, 3]=K [2, 3] . K
Si K est syme trique, il est clair que K [2, 3] est syme trique.
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Les constructions par re gle, compas et coniques
Pour toute partie E de C contenant [0, 1], nous noterons G(E) l’ensemble
re union de F(E) et des coniques propres contenant au moins cinq points
de E, et nous noterons Q(E) l’ensemble des points z # C pour lesquels il
existe U # G(E) et V # G(E) tels que U{V (ce qui implique que l’ensemble
U & V est fini) et que z # U & V. A partir de E fixe e, de finissons par
re currence sur n les suites (Gn(E))n1 et (Qn(E))n0 en posant Q0(E)=Q(E)
et Gn+1(E)=G(Qn(E)) et Qn+1(E)=Q(Qn(E)) pour tout entier n0. Ces
suites sont croissantes. On notera respectivement D(E) et G(E) les ensembles
n0 Qn(E) et n1 Gn(E). L’ensemble D(E) est la plus petite partie G de
C contenant E pour laquelle on a Q(G)=G. Si E est syme trique, les ensembles
Gn(E) et Qn(E) sont syme triques, et donc D(E) et G(E) sont syme triques.
Il est clair que C(E)/D(E) et F(E)/G(E). Si E/E$/C, pour tout n1
on a Gn(E)/Gn(E$) et pour tout entier n0, on a Qn(E)/Qn(E$).
Soit F une partie de C contenant E. Supposons qu’il existe un entier
N1 tel que E/F/QN(E). Alors pour tout entier n, on a Qn(E)/Qn(F )
/Qn+N(E) et, si n1, Gn(E)/Gn(F )/Gn+N(E ); on en de duit que
D(E)=D(F ) et G(E)=G(F ).
D’apre s cela, et d’apre s les proprie te s vues au 92, on a D(E)=D(E _ #(E))
et D(E) est un sous-corps de C, qui est donc syme trique, et qui contient
C(E)=K [2] , ou K de signe le sous-corps syme trique de C engendre par E.
Le sous-corps D(E) sera appele le corps des nombres constructibles par
(re gle, compas et) coniques a partir de E. Si E=[0, 1], on l’appellera
simplement le corps des nombres constructibles par coniques.
Le lien entre les corps et les constructions
Dans la suite de ce paragraphe, on fixera une partie E de C contenant
[0, 1], et on notera K le sous-corps syme trique de C engendre par E.
Venons-en au the ore me fondamental du pre sent paragraphe; dans cet
e nonce , on tient compte que les cercles de rayon >0 sont des coniques
propres a points re els particulie res.
The ore me 3.2. On a D(E)=K [2, 3] , et G(E) est l ’ensemble dont les
e le ments sont les droites D(E)-rationnelles et les coniques D(E)-rationnelles
( parmi ces coniques, il y a donc les cercles D(E)-rationnels).
De monstration. L’assertion sur G(E) est conse quence imme diate de
celle sur D(E) (voir fin de la de monstration du the ore me 2.2).
Nous noterons L=K [2, 3] et 4=D(E). Soit 40=K(i), et pour tout
n # N, soit 4n le sous-corps de C engendre par Qn((E _ [i]) _ #(E _ [i])).
Les corps 4n sont syme triques non re els. On a Qn(E)/4n/4, d’ou
n0 4n=4. Rappelons que K [2]=C(E)/L & 4.
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v Montrons que 4/L. Pour cela, on montre par re currence sur n
que 4n /L pour tout n. On a 40=K/L. Supposons prouve que 4n /L,
et soit ‘ # Qn+1(E). Soit deux parties U1 # Gn(E) et U2 # Gn(E) distinctes
telles que ‘ # U1 & U2 . Le cas ou U1 et U2 sont deux droites ou deux cercles
a de ja e te e tudie dans la premie re partie de la de monstration du the ore me
2.2. En s’y reportant, on voit qu’alors ‘ est de degre 2 sur 4n . Nous
pouvons donc supposer que U1 est l’ensemble des points re els d’une conique
propre a points re els 11 qui n’est pas un cercle et que U2 est l’ensemble des
points re els soit d’une conique propre a points re els 12 , soit d’une droite 12 .
Montrons que ‘ est racine d’un polyno^me non nul de degre 4 a coefficients
dans 4n . Puisque 11 et 12 sont 4n -rationnelles, on peut justifier cette
proprie te en reportant dans l’e quation complexe de l’une une parame trisa-
tion 4n -rationnelle de l’autre (il suffit pour cela que l’une des 1i soit de finie
sur 4n et l’autre 4n -rationnelle; la justification correcte n’est ne anmoins pas
tout a fait triviale). Nous allons donner une autre me thode, plus inte r-
essante et plus puissante. Plus inte ressante, parce qu’elle donne une
explicitation d’un tel polyno^me de degre 4, le me^me pour tous les points
de U1 & U2 ; et plus puissante, parce qu’elle montre que la proprie te est
vraie sous la seule hypothe se que 11 et 12 sont de finies sur 4n . Notons
Mn=(4n)R . Pour i # [1, 2], soit (Ai , Ci , Bi , Di) # 42n_M
2
n , avec A1 {0, et
(A2 , B2 , C2){(0, 0, 0) tels que
9i (z)=A i z2+Bizz +Aiz 2+C iz+Ciz +Di (1)
soit une e quation complexe de Ui . Pour i # [1, 2] soit le polyno^me
8i # 4n[X, Y] de fini par:
8i (X, Y)=Ai X2+(B iY+C i)X+(A i Y2+C iY+Di).
Les coordonne es du produit exte rieur des polyno^mes 81 et 82 , conside re s
comme e le ments de 4n(Y )[X], sont les polyno^mes en Y suivants:
A(Y)= }B1Y+C1B2Y+C2
A 1Y2+C 1Y+D1
A 2Y 2+C 2Y+D2 } ,
B(Y )= }A 1Y
2+C 1 Y+D1
A 2Y2+C 2 Y+D2
A1
A2 } ,
C(Y )= }A1A2
B1 Y+C1
B2Y+C2 } .
Le re sultant des polyno^mes 81 et 82 , conside re s comme e le ments de
4n(Y )[X], est R(Y )=B2(Y)&A(Y ) C(Y ) # 4n[Y]; il est clair que le
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degre de R est 4. Comme 81(‘ , ‘)=82(‘ , ‘)=0, on en de duit R(‘)=0.
Il reste a de montrer que R n’est pas le polyno^me nul. Supposons R(Y)=0;
 si C(Y )=0, alors B(Y )=0; posons *=A2A1 , on a successive-
ment les e galite s B2=*B1 , C2=*C1 , A 2=*A 1 , donc * # Mn , et enfin
D2=*D1 ; les deux e quations 91 et 92 seraient Mn-proportionnelles, ce qui
est exclu;
 si C(Y ) est constant {0; comme A(Y) est de degre 3, B2(Y) ne
peut pas e^tre de degre 4, donc B(Y ) est de degre 1, et le quotient Q(Y)=
B(Y )C(Y ) est un polyno^me de degre 1;
 si C(Y ) est de degre 1, C(Y ) divise B2(Y ) donc divise B(Y ) et le
quotient Q(Y) est de degre 1.
Le polyno^me 81 , conside re comme e le ment de 4n(Y )[X], a pour famille
de ze ros le couple (Q(Y), &(B1Y+C1)&Q(Y)); il existe donc un 4-uplet
(u, v, u$, v$) # 44n tel que:
81(X, Y)=A1(X&(uY+v))(X&(u$Y+v$))
et par suite pour tout z # C:
91(z)=A1(z &(uz+v))(z &(u$z+v$)).
Soit respectivement D et D$ les ensembles [z # C | z =uz+v] et [z # C | z =
u$z+v$]. Chacun d’eux est soit vide, soit un singleton, soit une droite de
C. Il est clair que U1=D _ D$, ce qui est impossible puisque c’est l’ensemble
des points re els d’une conique propre a points re els. Cette contradiction
prouve R(Y){0, ce qu’il fallait de montrer.
On a donc prouve que Qn+1(E)/L, ce qui ache ve le raisonnement par
re currence, d’ou 4/L.
v Montrons que L/4. On a K/4, car 4 est syme trique. D’apre s
le corollaire du the ore me 3.1, il suffit de montrer que tout polyno^me
normalise P(X ) # 4[X] de degre 2 ou 3 est dissocie sur 4. Si P est de degre
2, les racines de P sont constructibles a la re gle et au compas a partir de
4, donc appartiennent a 4 (voir fin de la preuve du the ore me 3.2). Sup-
posons de sormais que P soit de degre 3, et notons M l’extension de K
engendre e par ses coefficients. On peut supposer que P est M-irre ductible,
sinon on est ramene au cas pre ce dent. On peut aussi supposer que P(X) est
sans terme en X 2 (on s’y rame ne en ope rant sur les racines de P une trans-
lation par un e le ment de M). Posons P(X )=X 3+ pX+q. On a ( p, q) #
4_4 et q{0.
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Premie re e tape. Montrons qu’il existe B # 4 tel que les racines de X3&B
dans C appartiennent a 4 ssi celles de P appartiennent a 4. Si p=0, il n’y a
rien a prouver. Supposons p{0. Posons b=&3q2p et 2=&(4p
3+27q2). On a
2{0 car sinon P ne serait pas se parable et donc ne serait pas M-irre ductible.
La transformation X=Y+b donne P(X)=Q(Y )=Y3&3uY 2+3vY&uv,
ou u=&b et v=& 2
12p2 . Fixons w # C tel que w
2=v (donc w{0). On a
alors Q(Y )=Y3+3w2Y&u(3Y2+w2). Comme
Y3+3w2Y= 12 ((Y+w)
3+(Y&w)3);
w(3Y2+w2)= 12 ((Y+w)
3&(Y&w)3)
on en de duit:
Q(Y)=
1
2w
((u+w)(Y&w)3&(u&w)(Y+w)3).
Les nombres |1=b&w et |2=b+w ve rifient (X&|1)(X&|2)=X2&
2bX+b2&v, ils sont distincts car w{0, et {0 car p{0. L’extension
M$=M(w) de M est de degre 2, donc M$/4 et P(X ), donc aussi Q(Y ),
sont M$-irre ductibles. En posant +=b+u (d’ou +=0, c’est l’isobarycentre
des racines de P), on obtient:
P(X )=Q(X&b)=
1
|2&|1
((+&|1)(X&|2)3&(+&|2)(X&|1)3). (2)
L’homographie f : z [ (z&|2)(z&|1) appartient a C+, M$ , donc n’envoie
aucune racine de P sur . Soit [z1 , z2 , z3] l’ensemble des racines de P. On
a de ja vu que +  [|1 , |2], donc B= f (+) # MC, et on de duit de (2) que
> i=3i=1 (X& f (zi)))=X
3&B. En conside rant g= f &1, on voit bien que les zi
appartiennent a 4 ssi les f (zi) appartiennent a 4.
Deuxie me e tape. Soit R # 4 & RC+ . Montrons que le polyno^me X
3&R
est dissocie sur 4. Conside rons les paraboles propres respectivement
de finies, dans la (4, R)-base (1, i) de C, par les e quations carte siennes
x2& y=0 et y2&Rx=0. Elles appartiennent a G(E) (rappelons que i # 4),
donc leurs points communs appartiennent a 4. L’un de ces points com-
muns est R13+iR23, donc R13 # 4R (astuce qu’on trouve dans Euclide a
propos de la duplication du cube, et qui remonterait a Me nechme, IVe sie cle
av. J.C.). D’autre part j # 4 (on a K [2]/4). En de finitive, on a donc
[R13, jR13, j2R13]/4, comme attendu.
Fin de la preuve. Soit B # 4C. Montrons que le polyno^me X 3&B est
dissocie sur 4. On a B # 4, car 4 est syme trique. Donc d’apre s la deuxie me
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e tape ci-dessus, le re el R=|B|13 appartient a 4. Conside rons le cercle
(propre a points re els) U et l’hyperbole e quilate re V respectivement de finis
par les e quations complexes
zz &R2=0; B z2+Bz 2&R4(z+z )=0.
Les courbes U et V sont e videmment distinctes, et sont 4-rationnelles, car
R # 4 (le centre du cercle U est l’origine, et l’hyperbole V passe par
l’origine), donc U & V/4. En reportant z =R2z dans l’e quation de V, on
voit que U & V est l’ensemble des racines dans C du polyno^me F(X ) #
4[X] de fini par
F(X )=B X4&R4X 3&R6X+BR4=(B X&R4)(X 3&B)
ce qui montre bien que X 3&B est dissocie sur 4, et qui ache ve de prouver
l’inclusion L/4. Le the ore me 3.2 est donc entie rement de montre . K
Remarquons qu’une conique propre a points re els de C est L-rationnelle
ssi elle est de finie sur L. En effet, la condition est ne cessaire; pour ve rifier
qu’elle est suffisante, on prend une droite L-rationnelle D qui rencontre
l’ensemble 1 des points de la conique en deux points (une telle droite
existe). En vertu du the ore me 3.2, on a 1 & D/L, donc il existe un point
de L sur la conique, qui est donc bien L-rationnelle.
Dans le me^me ordre d’ide es, les constructions par coniques peuvent servir,
a l’aide des the ore mes 3.1 et 3.2, a traiter des proble mes sur certaines courbes
alge briques de degre >2. Par exemple, soit P(x, y) une fonction polynomiale
en (x, y) de degre d # [3, 4] a coefficients dans LR . Notons 1 l’ensemble
des points re els de la courbe alge brique de finie dans (1, i) par P(x, y), i.e.
l’ensemble des points z=x+iy # C (ou (x, y) # R2) tels que P(x, y)=0. Il
est clair que pour toute droite L-rationnelle D, on a D & 1/L. Dans
nombre de cas e le mentaires, ce phe nome ne est visible a l’#il nu. Par exemple,
si P(x, y)=(x2+ y2)2&a2(x2& y2), ou a # LR et a{0, la courbe 1 est une
lemniscate de Bernoulli; pour construire l’intersection de 1 avec une droite D;
il suffit de transformer la question par une inversion positive . de po^le 0.
La lemniscate devient une hyperbole e quilate re 1 $, et la droite devient un
cercle D$. On construit D$ & 1 $ avec l’outil conique, d’ou ensuite D & 1=
.(D$ & 1 $). L’application effective de . ne requiert que la re gle et le
compas.
Caracte risations des coniques
The ore me 3.3. Soit une conique propre A a points re els. Si A est
L-rationnelle, ses foyers, ses sommets, les longueurs de ses demi-axes, sa
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distance focale et son excentricite appartiennent a L, ses axes principaux et
ses directrices sont L-rationnels. Re ciproquement, chacune des conditions
ci-dessous est suffisante pour que A soit L-rationnelle:
(I) Un foyer de A appartient a L, sa directrice associe e est L-rationnelle,
et l ’excentricite appartient a L.
(II) Les foyers et au moins un point de A appartiennent a L.
De monstration. (1) Supposons d’abord que A est L-rationnelle
(rappelons que L=K [2, 3]).
Dans la (L, R)-base (1, i) de C, de finissons A par la 3-matrice carre e
syme trique S # GL(3, LR):
a b d
S=\b c e+d e f
et posons $=ac&b2 et 2=det(S). Notons S$ la matrice comple mentaire
de S (i.e. ici la matrice de ses cofacteurs):
a$ b$ d $
S$=\b$ c$ e$+ .d $ e$ $
On notera M un sous-corps syme trique non re el de L sur lequel A est
de finie et tel que i # M.
v Cas ou A est a centre (i.e. ou ${0).
Le centre est alors |= 1$ (d $+e$ i) # MR . En posant (x1 , y1)=(x&
d$
$ , y&
e$
$ ),
la gerbe des axes principaux est de finie par la forme quadratique b(x21& y
2
1)+
(c&a) x1 y1 . Il est donc clair que les axes principaux sont L-rationnels.
Leurs points communs avec A, qui sont les sommets de A, appartiennent
donc a L. Soit trois inde termine es (u, v, w) sur C. Un point de C de coor-
donne es (x0 , y0) dans (1, i) est un foyer ssi il existe (*, +, &) # R3"[(0, 0, 0)]
tel que le polyno^me (homoge ne de degre 2 en (u, v, w))
a$u2+2b$uv+c$v2+2d $uw+2e$vw+$w2&(x0 u+ y0 v+w)(*u++v+&w)
soit proportionnel a u2+v2. En identifiant, on voit que les couples (x0 , y0)
requis sont les points communs dans C aux deux coniques respectivement
de finies par x1 y1=b2$2 et $(x2& y2)&2d $x+2e$y+a$&c$=0. En tenant
191NOMBRES (2, 3)-CONSTRUCTIBLES
compte de l’e quation des axes principaux, les coordonne es (x0 , y0)=
(x1+ d $$ , y1+
e$
$ ) s’en de duisent a partir de
x21& y
2
1=
(a&c)2
$2
; x21(&y
2
1)=&
b222
$4
.
En notant ’= 2|2| , les couples (x0 , y0) cherche s sont donc
{
x0=
d $
$
+
=
$ - 2
- |2| (- (a+c)2&4$+’(a&c))
y0=
e$
$
+
=’
$ - 2
- |2| (- (a+c)2&4$&’(a&c))
ou = de crit [0, 1]. On voit donc que les foyers sont dans M [2] et a fortiori
dans L. Les directrices e tant les polaires des foyers, elles sont donc M [2]-ration-
nelles. La distance focale C et la longueur A du demi-grand axe sont
donne es par
C2=
|2|
$2
- (a+c)2&4$; A2=
|2|
2$2
(- (a+c)2&4$+!(a+c))
avec != |$|$ . Ces expressions montrent que A et C sont dans L. L’excen-
tricite CA est donc aussi dans L.
v Cas ou A est une parabole (i.e. $=0).
L’unique foyer admet alors les coordonne es
x0=
(a$&c$) d $+2b$e$
2(d $2+e$2)
; y0=
&(a$&c$) e$+2b$d $
2(d $2+e$2)
donc le foyer est dans M. Sa polaire la directrice est donc M-rationnelle. La
direction a l’infini est de finie par un vecteur e le ment de M. Il en est donc
de me^me de la direction orthogonale, donc la polaire de cette dernie re, i.e.
l’axe de la parabole, est M-rationnelle.
(2) Supposons que l’une des conditions (I) et (II) soit ve rifie e.
Il est alors imme diat que la conique est de finie, dans la R-base (1, i) de
C, par un polyno^me de degre 2 a coefficients dans LR , donc elle est
L-rationnelle. K
Une proprie te des cubiques
La proprie te suivante des cubiques montre bien combien les clo^tures
(2, 3)-galoisiennes sont stables en petits degre s:
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The ore me 3.4. Soit une cubique non singulie re A de C de finie sur L. Les
points d ’inflexion re els de A appartiennent a L, et l ’invariant modulaire de
A appartient a LR .
De monstration. Soit un polyno^me 8(X, Y) # LR [X, Y] de degre 3
de finissant A dans la base (1, i). Supposons que A n’ait aucun point
d’inflexion re el a l’infini. Soit 9 la hessienne de 8. Le discriminant de la
cubique de finie par 3T (X, Y )=T8(X, Y )+9(X, Y ) est un polyno^me
2(T ) de degre 12 par rapport a T, a coefficients dans LR . Il est bien connu
que 2(T ) est de la forme P3(T ), avec P(T ) # C[T] de degre 4 et a racines
simples. Ne cessairement, on a ‘ # [1, j, j2] et H(T ) # LR[T] tels que
P(T )=‘H(T) (en effet, si un polyno^me a une variable sur un corps K de
caracte ristique nulle posse de une puissance a coefficients dans un sous-
corps K0 , il est le produit d’une racine de l’unite par un polyno^me a
coefficients dans K0). On sait aussi que H(T ) posse de deux racines re elles
* et +, et deux imaginaires conjugue es & et & . Les cubiques singulie res du
faisceau line aire engendre par 8 et 9 sont de compose es en trois droites
non concourantes de Proj(CR C), dont la re union est l’ensemble des 12
droites joignant trois a trois les points d’inflexion. On sait aussi que quitte
a permuter les de signations * et +, la cubique 3* est de compose e en trois
droites re elles contenant chacune un et un seul des trois points d’inflexion
re els, que 3+ est de compose e en une droite re elle et deux imaginaires
conjugue es, la droite re elle contenant les trois points d’inflexion re els, et
que 3& et 3& sont de compose es en trois droites non re elles contenant
chacune un et un seul point d’inflexion re el. Les nombres *, +, &, & appar-
tiennent a L (corollaire 1 du the ore me 3.1), donc * # LR . Les points
communs aux trois droites composant la cubique 3* sont les points
singuliers de cette cubique: ce sont donc les points communs a trois
coniques de finies sur L (on homoge ne ise 3* , et on prend les de rive es
partielles par rapport a X, Y et la variable homoge ne isante Z). Ces points
sont re els, a l’infini ou non, mais dans tous les cas ils admettent dans (1, i)
des syste mes de coordonne es homoge nes dans LR (les points a l’infini re els
d’une courbe alge brique de degre 4 de finie sur L admettent dans (1, i)
des syste mes de coordonne es homoge nes dans LR). Il en de coule que les
droites qui composent la cubique 3* sont L-rationnelles. Les points
communs re els a ces droites et a ZR(A) sont donc dans L. En particulier,
les points d’inflexion re els de A sont dans L (remarquons que les points
d’inflexion non re els admettent, relativement a (1, i), des syste mes de coor-
donne es homoge nes dans L). On peut alors trouver un automorphisme
projectif de Proj(CR C) de fini dans (1, i) par une 3-matrice carre e a coef-
ficients dans LR qui transforme 3* en un polyno^me de la forme y2&4x3+
g2x+ g3 (on le voit de la manie re classique, en envoyant un point d’inflexion
a l’infini, mais en outre on utilise le fait que tout e le ment de LR admet une
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racine cubique dans LR). Comme (g2 , g3) # L2R , l’invariant modulaire J=
g32 ( g
3
2&27g
2
3) appartient a LR , et c’est aussi l’invariant modulaire de A.
Soit un point arbitraire z # ZR(A) (il y en a une infinite ). Les divers
birapports des quatre tangentes autres que celle en z issues de z a Z(A)
sont les racines du polyno^me
Q(X)=4(J&1)(X 2+X+1)3&J((2X&1)(X&2)(X+1))2.
Le polyno^me Q est normal de degre 6=2 } 3, donc les divers birapports
appartiennent a L, ce qu’on aurait pu ve rifier directement en examinant
l’e quation de la gerbe des quatre tangentes en question. K
Comme exemple d’application, conside rons trois coniques de C, propres
a points re els. Conside rons la Jacobienne J de ces coniques, qu’on peut
de finir comme la cubique (qui est en ge ne ral non singulie re) lieu des points
dont les polaires par rapport aux trois coniques concourent. Les trois
points d’inflexion re els de J sont donc constructibles par re gle, compas et
coniques a partir des trois coniques de de part et de [0, 1].
Application aux polygones re guliers
Pour tout entier naturel n1, on note Un le groupe des racines n-ie mes
de 1 dans C. On prend E=[0, 1]. Le sous-corps de C engendre par E est
Q. On note K=Q[2] et L=Q[2, 3] . Si n3, en vertu des the ore mes 2.1,
2.2, 3.1 et 3.2, la constructibilite du polygone re gulier a n co^te s a la re gle
et au compas (resp. par re gle, compas et coniques) e quivaut a la question
suivante: quels sont les entiers n tels que Un /K? (resp. tels que Un/L?).
Le sous-corps de C engendre par Un est le corps cyclotomique Kn . On
sait que c’est une extension galoisienne de Q abe lienne, donc re soluble, de
groupe de Galois Gal(Kn Q) isomorphe au groupe U(n) des e le ments
inversibles de l’anneau ZnZ. Son cardinal est ,(n), ou , de signe l’indi-
cateur d’Euler. Les degre s interme diaires dans les tours de JordanHo lder
d’extensions qui joignent Q a Kn sont donc (avec des re pe titions, et dans
un certain ordre non unique mais non arbitraire) les facteurs premiers de
,(n). Donc Un /K ssi ,(n) est une puissance de 2, et Un /L ssi ,(n) n’a
aucun facteur premier autre que 2 et 3.
Soit n= p:1
1
} } } p:rr une de composition en facteurs premiers naturels de n,
ou : r1, les :i sont 1, et les pi sont premiers avec p1< } } } <pr . On sait
que:
,(n)= ‘
i=r
i=1
p:i&1i ( pi&1). (3)
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v Condition pour que Un /K.
Il est bien connu qu’un entier naturel premier p est tel que p&1 est une
puissance de 2 ssi p est un nombre premier de Fermat, i.e. ssi il existe & # N
tel que p=22 &+1. Pour tout k # N, soit Fk=22
k
+1. On sait que Fk est
premier pour k4, et que F5 , F6 et F7 sont non premiers. On ne conna@^t
aucun entier k5 tel que Fk soit premier. En utilisant (3), on voit que ,(n)
est une puissance de 2 ssi pour tout i tel que pi {2, le nombre pi est un
nombre de Fermat premier et :i=1. D’ou :
The ore me 3.5. Soit un entier n3. On a Un/K ssi n est de la forme
n=2: avec : # NC ou de la forme n=2:p1 } } } ps avec s1, : # N, p1< } } } <ps
et ou , pour tout i # 1, n, l ’entier naturel pi est un nombre premier de Fermat.
v Condition pour que Un/L.
Notons E2, 3 l’ensemble des entiers naturels premiers p>3 tels que p&1
n’ait pas de facteur premier autre que 2 et 3. D’apre s (3), ,(n) n’a pas de
facteur premier autre que 2 et 3 ssi pour tout i tel que pi  [2, 3], on a
:i=1 et pi # E2, 3 . D’ou :
The ore me 3.6. Soit n un entier 3. Pour que Un /L, il faut et il suffit
que n soit de l ’une des formes suivantes: n=2:3;, avec (:, ;) # N2"[(0, 0)];
ou n=2:3;p1 } } } ps , avec (:, ;) # N2, s1, p1< } } } <ps , et ou pour tout
i # 1, s, on a pi # E2, 3 .
On ne sait pas si E2, 3 est fini ou infini. Mais de se rieuses pre somptions
plaident en faveur de son infinitude. Une bre ve exploration sur les entiers
accessibles avec un ordinateur montre que les e le ments de E2, 3 ne semblent
pas rarissimes. Voici l’ensemble E2, 3 & 1, 1030, dans Tableau I, qui a 235
e le ments, et le graphe de Log( pn)n pour pn10100 (l’ensemble E2, 3 &
1, 10100 posse de 793 e le ments). On peut conjecturer que la limite
infe rieure de log( pn)n est 2 Log(2) Log(3)=1, 523...; jusqu’a n=793,
la fonction pre sente une valeur limite d’environ 0, 29:
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TABLEAU I
Ensemble E2, 3 & 1, 1030 
5, 7, 13, 17, 19, 37, 73, 97, 109, 163, 193, 257, 433, 487, 577, 769, 1153, 1297, 1459,
2593, 2917, 3457, 3889, 10369, 12289, 17497, 18433, 39367, 52489, 65537, 139969, 147457, 209953, 331777,
472393, 629857, 746497, 786433, 839809, 995329, 1179649, 1492993, 1769473, 1990657, 2654209, 5038849,
5308417, 8503057, 11337409, 14155777, 19131877, 28311553, 57395629, 63700993, 71663617, 86093443,
102036673, 113246209, 120932353, 169869313, 258280327, 483729409, 725594113, 1088391169, 1811939329,
2717908993, 3221225473, 3439853569, 4076863489, 6879707137, 10871635969, 11609505793, 18345885697,
29386561537, 69657034753, 77309411329, 123834728449, 206158430209, 251048476873, 347892350977,
880602513409, 1253826625537, 1410554953729, 1761205026817, 2348273369089, 2380311484417, 2783138807809,
4518872583697, 5566277615617, 6347497291777, 6597069766657, 14281868906497, 17832200896513,
22568879259649, 25048249270273, 29686813949953, 33853318889473, 39582418599937, 44530220924929,
56358560858113, 79164837199873, 84537841287169, 85691213438977, 90275517038593, 126806761930753,
142657607172097, 150289495621633, 270826551115777, 4311782264189299, 457019805007873, 474989023199233,
578415690713089, 1141260857376769, 1711891286065153, 1899956092796929, 1952152956156673, 3084883683803137,
3249918613389313, 3799912185593857, 3851755393646593, 4113178245070849, 7312316880125953, 7808611824626689,
12173449145352193, 19499511680335873, 22799473113563137, 30399297484750849, 34665798542819329,
39531097362172609, 51298814505517057, 57711166318706689, 58498535041007617, 59296646043258913,
61628086298345473, 73040694872113153, 92442129447518209, 97387593162817537, 115422332637413377,
136796838681378817, 281110025686560769, 666334875701477377, 1314732507698036737, 1332669751402954753,
1945555039024054273, 2401514164751985937, 4803028329503971873, 6566248256706183169, 15564440312192434177,
16210220612075905069, 22161087866383368193, 33695156183620386817, 38424226636031774977,
47330370277129322497, 59096234310355648513, 83010348331692982273, 101085468550861160449,
115272679908095324929, 221360928884514619393, 236384937241422594049, 332041393326771929089,
378642962217034579969, 498062089990157893633, 511745184538734624769, 539122498937926189057,
863569998909114679297, 1328165573307087716353, 1556181178759286886529, 1844362878529525198849,
1916879996223737561089, 2334271768138930329793, 3886064995091016056833, 4482558809911421042689,
5829097492636524085249, 8299632953382863394817, 11066177271177151193089, 11501279977342425366529,
12281884428929630994433, 38294359833110460235777, 60514543933804184076289, 64621732218373901647873,
78692816150593075150849, 110563959860366678949889, 161372117156811157536769, 177058836338834419089409,
242058175735216736305153, 252101350959004475617537, 327147519355517877092353, 436196692474023836123137,
504202701918008951235073, 645488468627244630147073, 698702758623552341016577, 756304052877013426852609,
2552526178459920315627553, 3872930811763467780882433, 4033621615344071609880577, 5036340233637956809654273,
10327815498035914082353153, 19606712234552555640717313, 20420209427679362525020417,
20937441238753144133910529, 21760664753063325144711169, 24814745171855578232782849,
47109242787194574301298689, 51688655113813386391457929, 63669288879571207075135489,
73442243541588722363400193, 82622523984287312658825217, 101985889731168625395499009,
116299474006080119380780339, 122521256566076175150122497, 134150929655722049475182593,
301839591725374611319160833, 322325774952829235817873409, 458936503790258814279745537,
516303566764041166064713729, 871262268914319467734204417, 941122187258522670754430977,
3140085798164163223281069127, 4522487307570679132924674049, 13384848885454544650729684993,
35286121891029938443235278849, 37681029577969958679372829513, 44658998018334765842219649793,
50136571591057901133414531073, 61053578652204168294483099649, 72359796921130866126794784769,
84782316550432407028588866403, 133697524242821069689105416193, 211716731346179630659411673089,
274741103934918757325173948417, 376385300170986010061176307713, 571086885779393905097799892993,
714543968293356253475514396673, 793042278549567231075400286209, 952725291057808337967352528897
4. CONSTRUCTIONS DIRECTES
Afin de re aliser des constructions effectives, nous devons affiner les ge ne ralite s
ci-dessus pour introduire a chaque e tape le minimum de constructions.
Faute de quoi, la prolife ration exponentielle des constructions rend la
moindre construction non-triviale illisible, voire irre alisable.
Dans ce qui suit, on de signe par K un sous-corps syme trique non re el
de C, et on note D l’e le ment >0 de KR tel que K=KR(i - D).
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4.1. Pre liminaires sur le groupe circulaire
Pour toute homographie f # C+ , on notera f * l’homographie # b f b #. Si
f =hM , ou M=( ac
b
d) # GL(2, C), on a donc f *=hM , ou M =(
a
c
b
d ).
Rappelons que C+, K de signe le sous-groupe de C+ image de GL(2, K)
par le morphisme M [ hM . Les e le ments de C+, K seront appele s les homo-
graphies de finies sur K. Celles de ces homographies qui admettent au moins
un point fixe dans K =K _ [] seront dites K-rationnelles. Soit f =hM #
C+, K , avec M=( ac
b
d). Pour que f soit K-rationnelle, il faut et il suffit que
le polyno^me caracte ristique de M soit dissocie sur K.
On notera CK le sous-groupe de C engendre par C+, K _ [#]. Les e le ments
de CK "C+, K=# C+, K=(C+, K)# seront appele s les antihomographies
de finies sur K.
Re flexions K-rationnelles. Le lemme suivant sera utile:
Lemme 4.1. Soit f # C+ , et soit .= f b #. Alors . est involutive ssi f &1= f *.
De monstration. On a . b .= f b # b f b #= f f *. K
La re flexion qui induit la syme trie orthogonale par rapport a une droite
K-rationnelle est de finie sur K. Les re flexions ainsi obtenues seront
qualifie es de K-rationnelles. Il y a donc une bijection naturelle entre
l’ensemble des droites K-rationnelles de C et l’ensemble des re flexions
K-rationnelles qui fixent . Ce dernier ensemble sera note SK . Une re flexion
de finie sur K ne fixant pas  sera dite K-rationnelle ssi le cercle de ses
points fixes est K-rationnel. L’application qui, a toute re flexion K-ration-
nelle ne fixant pas , associe le cercle de ses points fixes, est une bijection
de l’ensemble de ces re flexions sur l’ensemble des cercles de rayon >0.
L’ensemble des re flexions K-rationnelles ne fixant pas  sera note IK .
Proposition 4.1. Soit une re flexion \ de finie sur K. Si \ fixe , elle est
K-rationnelle. Si \ ne fixe pas , elle est K-rationnelle ssi elle fixe au moins
un point de K.
De monstration. Dans chaque cas, il s’agit de montrer que la condition
indique e est suffisante pour que \ soit K-rationnelle.
Supposons d’abord que \ fixe . On a (a, b) # K_K avec aa =1 tels que
\= f b #, ou f de signe l’homographie z [ az+b. Comme f &1= f *, on a
ab +b=0. Le point b2 est \-invariant. Posant Z=z&
b
2 , on voit que l’anti-
homographie \ s’e crit Z [ aZ . La droite des points fixes de \ dans C
admet l’e quation Z&aZ =0. Si a=&1, cette e quation est de finie sur K. Si
a{&1, puisque aa =1, cette e quation s’e crit aussi (1+a ) Z&(1+a) Z =0
(car 1+a=(1+a )a). Elle est e quivalente a u (z& b2)+u(z &
b
2)=0, avec
u=i - D (1+a ). C’est bien l’e quation d’une droite de finie sur K.
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Supposons maintenant que \ ne fixe pas . On a alors M=( a1
b
d) #
GL(2, K) telle que \= f b #, avec f =hM . De f &1= f *, on de duit b=b et
d=&a . Le cercle des points fixes de \ admet donc l’e quation zz &a z&az
&b=0, il est donc de fini sur K. Par suite, il est K-rationnel ssi il admet au
moins un point dans K. K
Proposition 4.2. Soit . # CK . Pour que . soit une re flexion K-ration-
nelle, il faut et il suffit qu’il existe f # C+, K telle que .= f &1 b f * b #.
De monstration. Supposons d’abord que . soit une re flexion K-ration-
nelle. Si . fixe , d’apre s la proposition 4.1, c’est une antihomographie de
la forme z [ c+ uu (z &c ), avec u # K
C et c # K. Notons f l’homographie
z [ u z+c u (d’ou f # C+, K). On ve rifie que .= f &1 b f * b #. Si . ne fixe pas
, en notant | le centre du cercle des points fixes de . et ! un point
commun a K et a ce cercle, et en posant u=!&|, on voit que . est l’anti-
homographie z [ |+ uuz &| . Soit respectivement g et l les homographies
z [ i - D (z&1)(z+1) et z [ 1u (z&|). L’homographie f =g b l appartient
a C+, K , et on ve rifie que .= f &1 b f * b #.
Re ciproquement, supposons que .= f &1 b f * b #, avec f # C+, K . Alors .
est une antihomographie (donc n’est pas l’identite ). On a . b .= f &1 b # b
f b f &1 b # b f =IdC , donc . est d’ordre 2. Soit ‘ # K . On a .(‘)=‘ ssi
f (‘)=f (‘), i.e. ssi ‘ # f &1(KR _ []). Cela prouve que . fixe au moins un
point de K, d’ou l’on de duit que . est une re flexion K-rationnelle. K
Remarque 4.1. Soit 1 un cercle K-rationnel, et soit . la re flexion dont
1 est le cercle des points fixes. D’apre s la de monstration ci-dessus, pour
toute f # C+, K telle que .= f &1 b f * b #, on a 1 & K = f &1(KR _ []).
4.2. Pre liminaires alge briques
Pour tout groupe G (note multiplicativement), on notera Aut(G) le
groupe de ses automorphismes, et Autint(G) le sous-groupe du pre ce dent
forme des automorphismes inte rieurs. Si x # G, on notera Ix l’automor-
phisme inte rieur y [ xyx&1 de G.
Pour tout corps L, on notera Aut(L) le groupe de ses automorphismes.
Soit n un entier {6 et 3. On sait que le groupe Sn est complet, i.e. le
morphisme G  Autint(G), x [ Ix est un isomorphisme de G sur
Aut(G). Nous n’utiliserons cette proprie te que pour n=3, cas ou on peut
aise ment la ve rifier de fac on tre s e le mentaire. Le groupe A3 admet un seul
automorphisme autre que l’identite , qui est _ [ _&1, et qui est induit par
chacun des trois automorphismes inte rieurs I{ de S3 pour { # S3"A3
(S3"A3 est l’ensemble des transpositions de S3).
Soit un polyno^me se parable P # K[X] et une fraction rationnelle
F # K(X ) de finie sur les racines de P; i.e. dont aucune racine de P dans C
ne soit po^le. Le polyno^me >‘ # NP (X&F(‘)) sera appele le transforme de P
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par F; nous le noterons TF (P). Si F est homographique, et si P est de degre
2 et K-irre ductible, F est automatiquement de finie en les racines de P
(car alors P n’a aucune racine dans K).
On identifiera les e le ments de C[X] avec les fonctions polyno^me qu’ils
de finissent sur C. Pour tout polyno^me P # C[X], nous noterons P* le
polyno^me dont les coefficients sont les conjugue s de ceux de P. Par racines
d’un polyno^me a coefficients dans C, nous entendrons toujours ses racines
dans C.
Une fraction rationnelle F # K(X) est dite homographique ssi elle est de la
forme aX+bcX+d avec des e le ments a, b, c, d de K tels que ad&bc{0. On
identifiera une telle fraction rationnelle avec l’homographie z [ az+bcz+d .
Pour tout polyno^me non constant P # K[X], nous noterons EK (P)
l’extension de K dans C engendre e par les racines de P, et GalK (P) le
groupe de Galois de EK, P sur K. L’ensemble des racines de P dans C sera
note NP . Le morphisme de groupes GalK (P)  SNP , . [ .&NP est injectif,
donc de finit un isomorphisme de GalK (P) sur son image, dont l’isomor-
phisme re ciproque sera note _ [ _^.
Pour tout sous-corps syme trique non re el L de C, on notera #L l’auto-
morphisme de L induit par #.
4.3. Polyno^mes de degre deux
Il est imme diat que tout point z # C commun a une droite K-rationnelle
et un cercle de fini sur K est de degre 2 sur K. En particulier, tout point
z # C commun a une droite K-rationnelle et un cercle K-rationnel est de
degre 2 sur K. On va voir que la re ciproque de cette dernie re assertion
est fausse et pre ciser dans quel cas un e le ment z # C de degre 2 sur K
appartient a l’intersection d’une droite K-rationnelle et d’un cercle de fini
sur K (resp. K-rationnel).
The ore me 4.1. Soit P # K[X] de degre 2 et K-irre ductible. Les assertions
suivantes sont e quivalentes:
(I) Le corps EK (P) est syme trique.
(II) La droite passant par les racines de P est K-rationnelle.
(III) Il existe une homographie de finie sur K et fixant  qui trans-
forme P en un polyno^me a racines re elles.
Si ces proprie te es sont ve rifie es, l ’e le ment non-trivial _ de G=GalK (EK (P))
commute avec #EK(P) .
De monstration. Soit z1 et z2 les racines de P dans C, et soit D la droite
qui joint z1 et z2 .
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v Supposons (I) vraie. Notons S=#EK (P) . Il est clair que S b _ b S # G
et que S b _ b S n’est pas l’identite , donc S b _ b S=_, i.e. S b _=_ b S.
Il y a un couple (a, b) # EK (P)C_EK (P) et un seul tel que z1=az 1+b et
z2=az 2+b. Comme _ e change z1 et z2 et commute avec S, il e change aussi
z 1 et z 2 , d’ou _(a) z 1+_(b)=z1 et _(a) z 2+_(b)=z2 . Par unicite du
couple (a, b), il en de coule _(a)=a et _(b)=b, d’ou a # KC et b # K. Soit
f l’homographie z [ az+b, elle fixe . L’antihomographie .= f b # fixe z1
et z2 et , et l’homographie . b . fixe z1 , z2 et , donc . b . est l’identite ;
on en de duit que . est une re flexion qui fixe , z1 et z2 , elle induit donc
sur C la syme trie orthogonale par rapport a D. Comme . est de finie sur
K, la droite D est K-rationnelle, donc (II) est vraie.
v Supposons (II) vraie. On a une homographie f : z [ uz+v avec
(u, v) # KC_K telle que l’antihomographie f b # soit la re flexion qui induit
sur C la syme trie orthogonale par rapport a D. D’apre s la de monstration
de la proposition 4.2, on a une homographie g de finie sur K telle que f b #=
g&1 b g* b # et g()=. Alors f b #= g&1 b # b g fixe z1 et z2 , donc # fixe
g(z1) et g(z2). Donc les racines g(z1) et g(z2) de Tg(P) sont re elles, d’ou (III).
v Supposons (III) vraie. Soit f une homographie de finie sur K telle
que les racines de Q=Tf (P) soient re elles. Alors EK (Q)=#(EK (Q)) et
EK (Q)=EK (P), donc EK (P) est syme trique. K
The ore me 4.2. Soit P # K[X] de degre 2 et K-irre ductible. Pour que
le corps EK (P) soit syme trique, il faut et il suffit qu’il existe une droite
K-rationnelle ou un cercle K-rationnel passant par l ’une des racines z1 et z2
de P. S ’il en est ainsi, la droite D joignant z1 et z2 est la seule droite
K-rationnelle passant par l ’un des zi , et les cercles K-rationnels passant par
l’un des zi sont les cercles passant par z1 , z2 et un point de K"D.
De monstration. On peut supposer P normalise .
Si EK(P) est syme trique, d’apre s le the ore me 4.1, la droite D est K-rationnelle.
Re ciproquement, supposons qu’il existe une droite K-rationnelle ou un
cercle K-rationnel passant par z1 . On a alors une homographie f # C+, K
telle que l’antihomographie .= f b # soit une re flexion qui fixe z1 (voir
proposition 4.1). Notons Q=Tf (P*). Par hypothe se, on a Q(z1)=P( f (z 1))
=P(.(z1))=P(z1)=0. Puisque P est le polyno^me K-minimal de z1 on a
P=Q, et donc . fixe aussi z2 . Donc tout cercle K-rationnel ou toute droite
K-rationnelle passant par z1 passe aussi par z2 . D’apre s la de monstration
de la proposition 4.2, on a une homographie g # C+, K telle que .= g&1 b
g* b #. Alors .= g&1 b # b g. Puisque . fixe z1 et z2 , on voit que # fixe g(z1)
et g(z2), autrement dit, t1= g(z1) et t2= g(z2) sont re els. Le polyno^me
R(X )=(X&t1)(X&t2) appartient a KR [X], et il est clair que EK (R)=
EK (P) et que EK (R) est syme trique, donc EK (P) est syme trique.
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D’apre s ce qu’on vient de voir, si EK (P) est syme trique, les cercles
K-rationnels qui passent par l’un des zi passent par l’autre, et comme
[z1 , z2] & K=<, ils passent aussi par un point u # K"D. Re ciproquement,
soit u # K"D, et soit 1 le cercle passant par z1 , z2 et u. Son e quation
complexe est zz +a z+az +b=0, ou le triplet (a , a, b) est la solution du
syste me line aire de Cramer aux inconnues (x1 , x2 , x3):
x1u+x2u +x3=&uu
{x1z1+x2z 1+x3=&z1 z 1x1z2+x2z 2+x3=&z2 z 2 .
Du fait que u # Ket u # K et du fait que l’e le ment non-trivial _ de GLK(EK (P))
e change z1 et z2 et aussi z 1 et z 2 (voir the ore me 4.1), l’examen des formules de
Cramer donnant x1 , x2 et x3 montre que chaque xi est _-invariant, donc
appartiennent a K. Donc 1 est de fini sur K, et comme il passe par u # K, il est
K-rationnel. K
The ore me 4.3. Soit P # K[X] de degre 2 et K-irre ductible. Pour que les
racines z1 et z2 de P soient les points communs a un cercle K-rationnel et une
droite K-rationnelle, il faut et il suffit que son discriminant $=(z1&z2)2
ve rifie |$| # K.
De monstration. On peut supposer P normalise . On a |$|=(z1&z2)
(z 1&z 2). Il est clair que EK (P)=K(z1&z2) et EK (P*)=K(z 1&z 2). On en
de duit que si $ # K, on a EK (P)=EK (P*) et EK (P) est syme trique. D’apre s
le the ore me 4.2, l’ensemble [z1 , z2] est alors l’intersection d’un cercle
K-rationnel et d’une droite K-rationnelle.
Re ciproquement, supposons que [z1 , z2] soit l’intersection d’une droite
K-rationnelle et d’un cercle K-rationnel. Alors EK (P) est syme trique.
L’e le ment non-trivial _ de GLK (EK (P)) e change z1 et z2 et aussi z 1 et z 2
(voir the ore me 4.1), il laisse donc invariant |$|=(z1&z2)(z 1&z 2); donc
|$| # K. K
Pour la construction ge ome trique des racines carre es d’un e le ment de KC
non carre d’un e le ment de K, se reporter a la fin du paragraphe 2.
4.4. Polyno^mes de degre trois
The ore me 4.4. Soit P # K[X] de degre 3, normalise et K-irre ductible.
Le corps EK (P) est syme trique ssi il existe une homographie f # C+, K telle
que Tf (P) # KR [X]. Si f # C+, K , on a Tf (P) # KR [X] ssi la re flexion
f &1 b f * b # laisse NP invariant.
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De monstration. Il est clair que #(NP)=NP* , donc #(NP)=NP ssi
P*=P, c’est-a -dire ssi P # KR[X]. Donc une homographie f # C+, K ve rifie
Tf (P) # KR[X] ssi elle ve rifie #( f (NP))= f (NP), ce qui e quivaut a f &1 b # b
f (NP)=NP . Cela prouve la dernie re assertion, car f &1 b # b f =f &1 b f * b #.
Supposons trouve e f # C+, K telle que Q=Tf (P) # KR[X]. Il est clair que
EK (P)=EK (Q) et que EK (Q) est syme trique. Donc EK (P) est syme trique.
Supposons enfin que EK (P) soit syme trique. Alors EK (P)=EK (P*), et
par suite GalK (P)=GalK (P*). On notera G=GalK (P). Si _ # G, il est
imme diat que #EK (P) b _ b #EK (P) # G. On a donc un morphisme de groupes,
visiblement involutif
3: G  G, _ [ #EK (P) b _ b #EK (P) (1)
dont le noyau est le commutant de #EK (P) dans G. D’apre s les pre liminaires
alge briques ci-dessus, que G soit isomorphe a S3 ou a A3 , on a un e le ment
s # SNP tel que s
2=IdNP et tel que 3(_)(z)=(s_s)(z) pour tout z # NP et
tout _ # G. Fixons un tel s. Soit g l’e le ment de C+, EK (P) tel que g(z )=s(z)
pour tout z # NP .
Pour toute matrice M=( ac
b
d) # GL(2, EK (P)) et pour _ # G, notons M_
la matrice ( _(a)_(c)
_(b)
_(d )). Posant f =hM , l’homographie hM_ ne de pend que du
couple ( f, _), on la notera f(_) . Elle est caracte rise e par la proprie te :
(\z # EK (P)
t
) f(_)(z)=(_~ b ( f &EK (P)t ) b _~
&1)(z) (2)
ou _~ de signe le prolongement de _ a EK (P)
t
=EK (P) _ [] qui fixe .
Pour tous z # NP et _ # G, on a 3(_)(z)=#(_(#(z)))=(g b #)(_((g b #)(z))),
d’ou , en appliquant (2):
_(z )= g*(_((g b #)(z)))=(g*g(_))(_(z )). (3)
L’homographie g*g(_) admet donc les trois points fixes _(z ) (ou z # NP),
donc c’est l’identite . Donc g(_)=(g*)&1 ne de pend pas de _. En conside rant
des matrices M # GL(2, EK (P)) telles que g=hM et dont l’un des coefficients
vaut 1, on en de duit que g est de finissable par une matrice M dont les
coefficients sont invariants par G, d’ou finalement g # C+, K et g&1= g*,
ce qui entra@^ne que g b # est une antihomographie involutive (qui laisse NP
invariant).
On va maintenant montrer que g b # fixe au moins un point de K , ce qui
prouvera que c’est une re flexion K-rationnelle. Si g fixe , c’est e vident, car
alors g b # fixe . Supposons de sormais que g ne fixe pas . Du fait que
g&1= g*, l’homographie g est de la forme z [ az+bz&a avec a # K et b # KR
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(voir fin de la de monstration de la proposition 4.1), c’est-a -dire z [
a+ uz&a , avec u=aa +b. Il est clair que u # KR"[0]. On a P(a){0 (car
a # K), et:
P(a)= ‘
z # NP
(a&z)= ‘
z # NP
(a& g(z ))= ‘
z # NP
u
a &z
=
u3
P(a)
(4)
d’ou u=vv , avec v= P(a)u # K
C. Le nombre a+v # K est {a et est invariant
par g b #, ce qui prouve bien que g b # est une re flexion K-rationnelle. On a
donc f # C+, K telle que g b #= f &1 b f * b #, et comme g b # laisse NP
invariant, on en de duit que Tf (P) # KR [X]. K
The ore me 4.5. Soit P # K[X] de degre 3 et K-irre ductible. Supposons
EK (P) syme trique. A toute re flexion de finie sur K laissant NP invariant,
associons la permutation de NP qu’elle induit. On obtient une bijection de
l ’ensemble de ces re flexions sur l ’ensemble des involutions s # SNP telles que
3(_)(z)=(s_s)(z) pour tous _ # G et z # NP .
De monstration. Soit .= f b # (ou f # C+, K) une re flexion laissant NP
invariant. Notons s=.&NP . Pour tous z # NP et _ # G, compte tenu que
f &EK (P) commute avec _, on a:
(_ b #EK (P))(z)=( f * b f b _ b #EK (P))(z)=( f * b _ b ( f &EK (P)) b #EK (P))(z)
d’ou l’on de duit
3(_)(z)=( f b # b _ b ( f &EK (P)) b #EK (P))(z)
=(s b (_&NP ) b s)(z). (5)
De plus, s est involutive puisque . est une involution. L’application de
l’e nonce est donc bien de finie comme indique , et cette application est injective
puisque le groupe C+ est finement 3-transitif sur C . Il reste a montrer que cette
application est surjective. Soit donc s # SNP ve rifiant (5) pour tous z # NP et
_ # G. On a vu dans la de monstration du the ore me 4.4 qu’il existe une re flexion
.= f b # avec f # C+, K qui laisse NP invariant et qui induit s sur NP , d’ou
la surjectivite voulue. K
Cercles-droite d ’Apollonius
Soit une partie T=[!1 , !2 , !3] de C de cardinal 3. Pour tous i et j dans
[1, 2, 3], notons i+j l’e le ment de [1, 2, 3] congru a i+ j modulo 3. Si
i # [1, 2, 3], l’ensemble des z # C"T tels que |(z&!i+1 )(z&!i+2 )|=
|(!i&!i+1)(!i&!i+2)| est un cercle de rayon >0 lorsque |!i&! i+1 |{
|!i&!i+2 | , et une droite sinon. Dans le second cas, on augmente le lieu de
[]. Le lieu ainsi de fini est appele le cercle-droite d ’Apollonius de T en
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le sommet !i . Une re flexion qui laisse T invariant induit sur T ou bien
l’identite , ou bien une transposition. On en de duit aise ment qu’il existe
exactement quatre re flexions laissant T invariant: la re flexion dont le
cercle-droite des points fixes est le cercle-droite circonscrit a T (i.e. contenant
T), et les trois re flexions dont les cercles-droite des points fixes sont les trois
cercles-droite d’Apollonius de T. Les the ore mes 4.4 et 4.5 entra@^nent alors:
Corollaire 1. Soit P # K[X] de degre 3 et K-irre ductible. Pour que le
corps EK (P) soit syme trique, il faut et il suffit que l ’une des conditions
suivantes soit satisfaite:
(I) Le cercle-droite circonscrit a NP est K-rationnel.
(II) L’un des trois cercles-droite d ’Apollonius de NP est K-rationnel.
En outre, si la condition (I) est satisfaite, #EK (P) commute a tout e le ment du
groupe de Galois G (autrement dit, 3 est l ’identite de G), et si la condition
(II) est satisfaite, 3 n’est pas l ’identite , et donc les conditions (I) et (II) sont
exclusives l ’une de l ’autre.
De monstration. Le the ore me 4.4 signifie que le corps EK (P) est syme trique
ssi l’une au moins des quatre re flexions laissant NP invariant est K-rationnelle.
Si le cercle-droite circonscrit a NP est K-rationnel, la re flexion dont c’est
l’ensemble des points fixes induit l’identite sur NP , donc d’apre s le the ore me
4.5, 3 est l’identite . Si l’un des cercles-droite d’Apollonius de NP est K-ration-
nel, la re flexion dont c’est l’ensemble des points fixes induit une transposition
{ sur NP ; alors que G soit isomorphe a SNP ou a ANP , il existe _ # G telle
que _&NP ne commute pas avec {, et par suite 3 n’est pas l’identite . K
Corollaire 2. Reprenons les hypothe ses et notations du corollaire 1
ci-dessus. Si G est isomorphe a SNP , il y a une et une seule re flexion laissant
NP invariant et qui soit K-rationnelle. Si G est isomorphe a ANP , ou bien
le cercle-droite circonscrit a NP est K-rationnel, ou bien les trois cercles
d ’Apollonius de NP sont K-rationnels.
De monstration. Supposons G isomorphe a SNP . Alors l’application SNP
 Aut(SNP ), s [ Is est un isomorphisme de groupes. Il y a donc un et un
seul e le ment (ne cessairement involutif) s # SNP tel que 3(_)(z)=(s_s)(z)
pour tous _ # G et z # NP . D’apre s le the ore me 4.5, il y a donc une et une
seule re flexion K-rationnelle laissant NP invariant.
Supposons maintenant que G soit isomorphe a ANP . Si 3 est l’identite ,
le seul e le ment involutif s ve rifiant (5) est l’identite , donc toute re flexion
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K-rationnelle laissant NP invariant induit l’identite sur NP , il y a donc une
et une seule telle re flexion, celle dont l’ensemble des points fixes est le
cercle-droite circonscrit a NP . Si 3 n’est pas l’identite , il existe une trans-
position { # SNP ve rifiant (5) et alors toutes les transpositions sur NP
ve rifient (5) et 3 n’est autre que l’automorphisme _ [ _&1 de G. Cela
signifie que le cercle-droite circonscrit a NP n’est pas K-rationnel et que les
trois cercles-droite d’Apollonius de NP sont K-rationnels. K
La configuration d ’Apollonius
Reprenons les notations et hypothe ses du cor. 1 ci-dessus. Notons NP=
[z1 , z2 , z3]. Dans la de monstration du the ore me 3.2 (premie re e tape de la
deuxie me partie), on a vu qu’il existe une extension K$ de degre 2 de K
et une homographie f # C+, K$ telle que Tf (P)=X3&B, avec B # K$C. Soit
L le syme trise de K$ (plus petite extension syme trique de K$). Alors L est
de degre 1, 2 ou 4 sur K, donc P reste L-irre ductible et Q=X 3&B est donc
L-irre ductible, et on a f # C+, L . Soit ti= f (zi) pour i # [1, 2, 3] et soit T=
[t1 , t2 , t3]. Les cercles-droite d’Apollonius du triangle e quilate ral T sont
les trois me diatrices-hauteurs (comple te es par ), qui se rencontrent en
l’isobarycentre J de T, et qui sont orthogonaux au cercle-droite circonscrit
a T. En transformant cette figure par l’homographie f &1, et en supposant
que P n’e tait pas lui-me^me de la forme X3&A, on voit que: les cercles-
droite d’Apollonius de NP appartiennent a un me^me faisceau a points de
base distincts, qui sont f &1(J) et f &1(); ils se coupent en leurs points de
base suivant des angles e gaux a 2?3 ; le cercle-droite circonscrit a NP est
orthogonal aux trois cercles-droite d’Apollonius, donc appartient au faisceau
a points limites conjugue du faisceau des cercles-droite d’Apollonius.
Le lecteur ve rifiera que toutes ces proprie te s ge ome triques restent vraies
me^me si P n’est pas L-irre ductible: on a donc e tabli une proprie te ge ne rale
des triangles de C (voir figure 4).
Cas d ’alignement et de syme trie
Les notations et hypothe ses sont celles du cor. 1 ci-dessus; nous sup-
poserons P re duit. Montrons que si l’ensemble NP des ze ros de P est stable
par une re flexion affine alors, sauf dans le cas ou le triangle des ze ros de
P est e quilate ral, cette re flexion est K-rationnelle et le corps EP(K) est donc
syme trique (the ore me 4.4). Comme l’isobarycentre g des ze ros de P est
e le ment de K, on peut se ramener par translation au cas ou le polyno^me
P est de la forme P=X3+ p X+q, ou ( p, q) # K2; la re flexion affine laissant
invariant l’isobarycentre des ze ros de P, qui est ici 0, elle est de la forme
z [ a z , ou a # U. Les complexes ‘i=a z i , ou i # [1, 2, 3], sont les ze ros du
polyno^me Q(X )=X 3+ p a2X+q a3 qui doit e^tre e gal a P, donc p= p a2 et
q=q a3. Comme P est irre ductible, q{0, et puisque le triangle des ze ros de
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FIGURE 4
P n’est pas e quilate ral, p{0; on trouve: a=a3a2=(q p )( p q ) # K, ce qu’il
fallait de montrer.
Si les ze ros de P sont aligne s sur la droite D, les cercles-droite d’Apollonius
sont centre s sur D et les points de base du faisceau auquels ils appartiennent
sont syme triques par rapport a D. Dans le cas ou le triangle des ze ros de
P est isoce le d’axe D, l’un des cercles-droite d’Apollonius est la droite D,
les deux autres sont syme triques par rapport a D, et les points de base sont
sur la droite D (voir figure 5).
4.5. Principe des constructions par coniques
Pour aboutir a des constructions concre tes raisonnables, il nous faut
encore deux re sultats techniques.
The ore me 4.6. Soit P # K[X] de degre 3 et K-irre ductible. On suppose
que EK (P) est syme trique. Soit . une re flexion K-rationnelle laissant NP
invariant et ne fixant pas , notons 1 le cercle de ses points fixes. Soit
z1 # 1 & NP . Soit C l ’ensemble des points re els d ’une conique de finie sur K.
On suppose que C{1 et que z1 # 1 & C. Alors la conique est non de ge ne re e
FIGURE 5
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et il existe u # K tel que 1 & C=[u] _ (NP & 1 ). Enfin il existe des hyper-
boles e quilate res K-rationnelles qui passent par z1 .
De monstration. L’e nonce est invariant si l’on fait subir aux donne es une
homographie de finie sur K et fixant . On est ainsi ramene au cas ou 1
est le cercle unite , ce que nous supposerons de sormais. On peut supposer
P normalise , i.e.
P(X )=X3&e1 X2+e2 X&e3 .
La re flexion . est l’antihomographie z [ 1z . La .-invariance de NP e quivaut
a : e3e 3=1 et e2=e 1e3 .
De finissons C par l’e quation:
a z2+az 2+bzz +c z+cz +d=0 (6)
avec (a, c, b, d ) # K2_(KR)2 et (a, b){(0, 0). Puisque C{1, le quadruplet
(a, b, c, d ) n’est pas KR -proportionnel a (0, 1, 0, &1). On a 1 & C=
[z # C | zz =1 et Q(z)=0], avec Q # K[X] de fini par
Q(X )=a X4+c X3+(b+d ) X2+cX+a.
Comme z1 # 1 & C, on a Q(z1)=0. Le polyno^me K-minimal de z1 e tant P,
il divise Q dans K[X], d’ou l’existence de u # K tel que Q(X )=
a (X&u) P(X), c’est-a -dire:
c =&a (u+e1); b+d=a (ue1+e2);
(7)
c=&a (ue2+e3); a=ue3 a .
Si on avait a=0, il en de coulerait que b+d=c=0, ce qui entra@^nerait
C=1, contrairement a l’hypothe se. Donc a{0, et la dernie re relation (7)
donne u= aa e 3 , d’ou u # 1. Re ciproquement, si on fixe a # K
C, en de finissant
u et c par les troisie me et quatrie me relations (7), on a u # 1 et la premie re
relation (7) est ve rifie e, puisque, gra^ce a e2=e 1e3 , on a c=&(ae 1+a e3) et
donc c =&(a e1+ae 3)=&a (u+e1). De plus, a (ue1+e2)=a ( aa e 3e1+e2)=
ae 2+a e2 # KR , donc l’ensemble des couples (b, d ) # K 2R ve rifiant la deuxie me
relation (7) est infini (b est arbitraire et d est de termine en fonction de b par
la deuxie me relation (7)). On a donc montre que l’ensemble des coniques
(de ge ne re es ou non) C ve rifiant les conditions de l’e nonce est infini et
parame tre par (a, *) # KC_KR , la conique Ca, * admettant l’e quation
complexe
a z2+az 2+*zz &(a e1+ae 3) z&(ae 1+a e3) z +ae 2+a e2&*=0 (8)
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et que pour tout (a, *) # KC_KR , on a Ca, * & 1=[ua, *] _ (NP & 1 ), avec
ua, *= aa e 3 . Supposons que la conique Ca, * soit de ge ne re e. Dans ce cas elle
est repre sente e dans toute (K, R)-base de C par un polyno^me de la forme
l.2(x, y)+m2(x, y), ou (l, m) # K 2R , et ou . et  sont des polyno^mes a
coefficients dans KR de degre s 1. On en de duit facilement qu’il existe
(q, q$) # K 2, et (r, r$) # K 2R tels que la fonction R-polynomiale sur C de finie
par:
z [ l (q z+qz +r)2+m(q $z+q$ z +r$)2
repre sente la conique. Notons F # K[X, Y] le polyno^me:
F(X, Y )=l(q X+qY+r)2+m(q $X+q$ Y+r$)2.
Le polyno^me Q associe a cette conique est X2F(X, 1X); d’autre part,
puisqu’on a a (X&u) P(X )=Q(X ), on en de duit:
a (X&u) P(X )=l(q X 2+rX+q)2+m(q $X2+r$X+q$)2.
Or il est clair que ce dernier polyno^me est dissocie sur le corps K [2] , et que
par conse quent le polyno^me P l’est aussi. Ceci e tant en contradiction avec
l’hypothe se que P # K[X], de degre 3, est irre ductible sur K, nous en
de duisons que la conique Ca, * est ne cessairement non de ge ne re e.
Les hyperboles e quilate res respectant les conditions de l’e nonce sont
donc les coniques Ca, 0 , ou a # KC. K
En vue du dernier the ore me, nous aurons besoin d’un lemme:
Lemme 4.2. Soit P # K[X] de degre 3 et K-irre ductible. Soit 8 # K(X )
une fraction rationnelle de finie sur NP . Ou bien 8 est constante sur NP (sa
valeur constante sur NP appartient alors a K), ou bien il existe une homo-
graphie et une seule f # C+, K telle que f (‘)=8(‘) pour tout ‘ # NP .
De monstration. Notons V la valuation discre te du corps K(X ) de finie
par P. L’hypothe se signifie que V(8)0. Puisque K-alge bre 0=K[X]
PK[X] est un corps, on a un polyno^me A # K[X] de degre 2 tel que
V(A&8)1. Si A est constant, c’est un e le ment * # K et 8 est constante
sur NP , e gale a *. Si A est de degre 1, il de finit une homographie f re pondant
a la question, et on a f ()=. Supposons A de degre 2, i.e; A(X )=
*X2++X+& avec (*, +, &) # K3 et *{0. On ne restreint pas la ge ne ralite
en supposant P normalise , i.e. P(X)=X3&e1X2+e2 X&e3 . Posant c= 1*
et d=&e1 *&+*2, on voit que A(X )(cX+d )=P(X )+aX+b, ou a=
+d+c&&e2 et b=&d. La fraction rationnelle F=(aX+b)(cX+d ) est
de finie sur NP et y prend les me^mes valeurs que A. Le polyno^me A est non
constant sur NP (interpolation de Lagrange). Donc F est non constante, i.e.
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( ac
b
d ) # GL(2, K ), et elle de finit donc une homographie f # C+, K telle que
f (‘)=8(‘) pour tout ‘ # NP . L’homographie f est unique parce que le
groupe C+ est finement 3-transitif sur C . K
Nous pouvons maintenant prouver notre second re sultat technique:
The ore me 4.7. Soit P # K[X] de degre 3 et K-irre ductible. Soit ‘ # NP .
Supposons que ‘ appartienne a deux coniques de finies sur K et d’ensembles
de points re els distincts. Alors le corps EK (P) est syme trique, et soit le cercle-
droite circonscrit a NP est K-rationnel, soit le cercle-droite d ’Apollonius de
NP qui passe par ‘ est K-rationnel.
De monstration. Comme ‘ est de degre 3, l’une des coniques n’est pas un
cercle; l’autre n’est pas une droite. On a donc deux e le ments (a, c, b, d )
et (a$, b$, c$, d $) de K2_K 2R , avec a{0 et (a$, b$){(0, 0), non K
C
R -propor-
tionnels, tels que ‘ appartienne a chacun des ensembles de points 1 et 1 $
d’e quations respectives E(z)=0 et E$(z)=0, avec:
{E(z)=a z
2+az 2+bzz +c z+cz +d
E$(z)=a $z2+a$z 2+b$zz +c $z+c$z +d $.
(9)
Posons a$E(z)&aE$(z)=*1z2+*2zz +*3 z+*4 z +*5 ou *i # K pour
i # 1, 5; les *i sont non tous nuls sinon, en posant *=a$a, on aurait
a $=* a , donc * serait re el, et les 4-uplets (a, c, b, d ) et (a$, b$, c$, d $) seraient
KCR -proportionnels. Comme a$E(‘)&aE$(‘)=0, on a (*2 , *4){(0, 0), sinon ‘
serait de degre 2 sur K. On a donc *2‘+*4 {0, d’ou ‘ =8(‘), avec
8(X )=&
*1X 2+*3X+*5
*2X+*4
.
Puisque 8(‘)=‘ , la fraction 8 n’est pas constante sur NP (sinon sa valeur
constante sur NP appartiendrait a K ).
En appliquant le lemme 4.2, on voit alors qu’il existe une homographie
f # C+, K telle que f (‘)=‘ . Soit Q # K[X] le polyno^me (Tf (P))* (i.e. le
polyno^me obtenu en conjugant les coefficients de Tf (P)). Il est de degre 3,
et on a Q(‘)=0, donc est KC-proportionnel a P. On en de duit que NP=
#( f (NP)). On a f (NP)=#(NP)=NP* , d’ou #(EK (P))=EK (P*)/EK (P), et
par suite #(EK (P))=EK (P), i.e. EK (P) est syme trique.
L’homographie g= f * ve rifie g b #=# b f. L’antihomographie .= g b #
laisse NP invariant et fixe ‘, donc induit sur NP une transposition ou l’iden-
tite . Donc l’homographie . b . est l’identite sur NP , et c’est donc l’identite ,
ce qui prouve que . est une involution, et comme elle fixe ‘, c’est une
re flexion. On voit alors comme dans la de monstration du the ore me 4.4 que
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cette re flexion est K-rationnelle, et compte tenu des corollaires 1 et 2 ci-dessus,
cela ache ve la de monstation. K
La trisection de l ’angle
Le polyno^me P est ici P(X)=X3&e3 , ou e3 # K est de module 1. Comme
le cercle 1 circonscrit au triangle des ze ros de P est K-rationnel, le corps EK (P)
est syme trique et il existe des hyperboles e quilate res qui recoupent 1 en les
trois ze ros de P et un point de K. En reprenant les calculs fait dans la
de monstration du the ore me 4.6, on trouve que l’hyperbole e quilate re
d’e quation complexe:
e 3z2+e3z 2&(z+z )=0,
convient. Son centre est le point |=e3 2 et elle passe par le point u=e3
du cercle 1. On ve rifie que l’un de ses axes de syme trie passe par le point
&12 et l’autre par 12. Les axes de syme trie de l’hyperbole sont donc des
droites K-rationnelles (il n’en est pas ne cessairement de me^me pour les
asymptotes qui passent cependant par les points \i2). L’hyperbole passe
donc par 0, e3 et les syme triques de ces points par rapport a une droite
K-rationnelle, ce qui donne 4 points dans K. Elle a l’axe imaginaire pour
FIGURE 6
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tangente a l’origine et recoupe l’axe re el au point 1Re(e3), qui est un
cinquie me point dans K (voir figure 6).
Racine cubique d ’un re el >0
Le polyno^me P est ici P(X)=X3&R ou R # K & R*+; le corps EK (P) est
e videmment syme trique puisque le polyno^me P est a coefficients re els. On
suppose P irre ductible sur K, et il est alors irre ductible sur le corps K [2] ,
car dans le cas contraire il aurait un ze ro dans K [2] dont le degre sur K
serait une puissance de 2. Le cercle circonscrit au triangle e quilate ral des
ze ros de P n’est pas K [2] -rationnel car sinon 3- R, qui appartient a l’inter-
section de l’axe re el (droite K-rationnelle) et du cercle circonscrit, serait
dans le corps K [2] . A fortiori ce cercle n’est pas K-rationnel, ce qui prouve
que nous sommes dans le cas ou le corps EK (P) est syme trique, mais ou la
conjugaison # ne commute pas avec tous les e le ments du groupe de Galois
de l’extension K/EK (P). La droite re elle est un axe de syme trie K-ration-
nel du triangle des ze ros de P, et les deux autres axes de syme trie sont
K [2]-rationnels (ce sont les cercles-droite d’Apollonius du triangle e qui-
late ral). Aucune racine cubique de R ne peut appartenir aussi a un cercle
ou une conique propre de finie sur K [2] , puisqu’elle appartiendrait alors au
corps K [2] . La me thode expose e dans la de monstration du the ore me 3.2
(deuxie me e tape de la re ciproque) donne une solution. Conside rons une
(K, R)-base de C, note e (1, |), suppose e orthogonale, et les paraboles
d’e quations carte siennes x2= y et y2=Rx dans cette base. Il est clair que
ces paraboles sont des coniques K-rationnelles, et leur intersection est
compose e de l’origine et du point de coordonne es (R13, R23), dont la
projection orthogonale sur l’axe re el est R13 (voir figure 7).
Cas du triangle e quilate ral
Le polyno^me P, suppose irre ductible sur K, est ici de la forme X3&B,
ou B # K*. Nous pouvons construire |B|, qui est a l’intersection de la droite
FIGURE 7
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re elle et du cercle K-rationnel de centre 0 et passant par B, puis le cercle
1 de centre 0 passant par |B|13, en utilisant la construction de la racine
cubique d’un re el >0. Le cercle 1 est le cercle circonscrit au triangle des
ze ros de P. On peut ensuite construire le point B|B|23, qui se trouve sur
le cercle 1, et enfin utiliser la me thode de la trisection de l’angle, en rempla-
c ant le cercle de centre 0 et de rayon 1 par le cercle de centre 0 et de
rayon |R|13.
Posons K1=K( |B| ), P1=X3&|B|, K2=EK1(P1) et K3=EK2(P). Le corps
K1 est e videmment syme trique, et l’extension K/K1 est de degre 1 ou 2.
Le corps K2 est syme trique car c’est le corps de dissociation sur K1 d’un
polyno^me de degre 3 a coefficients dans K1 & R; cette extension est
de degre 1, 2, 3 ou 6; dans tous les cas j # K2 . Le corps K3 est syme trique
car les ze ros de P appartiennent a un cercle K2-rationnel et l’extension
K2 /K3 est de degre 1 ou 3, puisque j # K2 . Comme P est dissocie sur K3 ,
l’un au moins des degre s des extensions K1 /K2 et K2 /K3 est divisible
par 3.
Cas ge ne ral, triplet non e quilate ral
Le polyno^me P # K[X], suppose irre ductible, est ici de la forme P=X3
+ pX+q, ou p{0. Les points note s |1 et |2 dans la de monstration du
the ore me 3.2 sont les points de base du faisceau line aire contenant les
cercles-droite d’Apollonius du triplet des ze ros de P. Ce sont les ze ros d’un
polyno^me du second degre a coefficients dans K dont le discriminant re duit
est v=(&3)(2(6p)2), ou 2 est le discriminant de P. Ils sont e le ments de
K 2 et constructibles en moins de 2 constructions directes de degre 2 a partir
des coefficients de P. Il existe donc deux corps syme triques K1 et K2 tels
que les extensions K/K1 /K2 soient de degre 1 ou 2 et telles que K2
contienne |1 et |2 . Les ze ros de P sont les complexes qui ve rifient
l’e quation:
\z&|1z&|2+
3
=
+&|1
+&|2
,
ou + # K est l’isobarycentre des ze ros de P. Nous sommes donc alge brique-
ment ramene s au cas du triangle e quilate ral. Il existe par conse quent des
corps syme triques K3 , K4 , K5 tels que les extensions K2 /K3 /K4 /K5
soient normales, la premie re de degre 1 ou 2, la deuxie me de degre 1, 2, 3
ou 6 et la dernie re de degre 1 ou 3, tels que P soit dissocie dans K5 . Les
ze ros de P sont donc dans K 2, 3 , et constructibles en moins de 3 construc-
tions directes de degre 2 suivies de moins de 2 constructions directes
d’ordre 3 (au moins une et s’il y en a deux elles seront de types diffe rents).
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Ge ome triquement, le cercle-droite 1 circonscrit au triplet des ze ros de P est
l’ensemble des z # C tels que:
|z&|1 |
|z&|2 |
=\ |+&|1 ||+&|2 |+
13
.
On peut construire 1 a l’aide des outils droites, cercles et coniques, a partir
de +, |1 , |2 . Si 1 est un cercle, on obtiendra son centre C et l’un de ses
points U et il existera une hyperbole e quilate re, constructible a partir des
points obtenus, dont les intersections avec 1 soient les ze ros de P, et U.
Dans tous les cas les ze ros de P sont les intersections de 1 avec les trois
arcs capables d’extre mite s |1 et |2 et d’angles l’un des ‘‘tiers’’ de l’angle en
+ dans le triangle (|1 , +, |2).
Cas syme trique, me thode de Descartes
Nous supposons ici que le triangle des ze ros de P est stable par une
re flexion affine K-rationnelle; par similitude affine, nous pouvons nous ramener
au cas ou la droite de syme trie est la droite re elle, et par conse quent au cas
ou le polyno^me P est a coefficients re els; on peut supposer aussi que 0 est
l’isobarycentre des ze ros de P et que P est re duit, donc de la forme P=
X3& p X&q, ou p et q sont e le ments de K & R. Quitte a remplacer K par
une extension quadratique de K, nous supposerons i # K.
Pour construire les ze ros du polyno^me P=X3& p X&q, a partir des
coefficients p et q suppose s re els, Descartes conside re l’intersection du
cercle d’e quation (carte sienne) x2+ y2&q x&( p+1) y=0 et de la parabole
d’e quation y=x2; on ve rifie facilement que ce cercle et cette conique sont
FIGURE 8
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FIGURE 8bis
K-rationnels et que les abscisses des points d’intersection sont les ze ros
re els de P, et 0.
Le fait que suivant le cas un ze ro ou les trois ze ros de P soient constructibles
a l’aide d’une seule intersection d’un cercle K-rationnel et d’une conique
K-rationnelle n’est pas e tonnant, puisque le corps de dissociation du polyno^me
P est syme trique; mais comme l’intersection d’une conique K-rationnelle et de
l’axe re el ne peut contenir aucun des ze ros de P (sinon ce ze ro ne serait pas de
degre 3 sur K), aucun ze ro de P ne peut e^tre directement construit a partir
de K. Cependant toute transformation homographique transformant la
droite re elle en un vrai cercle permet une construction directe; c’est ce que fait
Descartes. La transformation sous-jacente a sa me thode est la transformation
x [ x+ix2=x(1+ix); d’apre s le lemme 4.2, le polyno^me 8=X+iX2 #
K[X] a les me^mes valeurs sur les ze ros de P qu’une certaine homographie
f # C+, K . Dans le cas ou le polyno^me P a trois ze ros re els, la droite re elle est
transforme e par f en le cercle circonscrit au triangle des transforme s des ze ros
de P, et dans le cas ou P n’a qu’un ze ro re el, elle est transforme e en l’un
des cercles d’Apollonius de ce triangle; dans les deux cas le cercle trans-
forme de la droite re elle est le cercle K-rationnel utilise par Descartes.
La figure 8 illustre la me thode de Descartes, dans le cas ou les ze ros du
polyno^me sont tous re els.
Dans le cas ou le polyno^me P a un seul ze ro re el, note z1 , on peut
construire les deux autres ze ros de P, note s z2 et z3=z 2 , a la re gle et au
compas a partir de z1 . On peut par exemple utiliser les e galite s:
&p=z2z3+z1(z2+z3) et z1+z2+z3=0
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d’ou :
Re(z2)=Re(z3)=&z1 2 et |z2 |2=|z3 |2=z2z3=z21& p
Le re el z21 est l’ordonne e du point d’intersection {0 de la parabole et du
cercle; on peut donc facilement construire z21& p, puis - z21& p. On obtient
la construction illustre e par la figure 8bis.
5. CONSTRUCTION DE POLYGONES RE GULIERS
Dans ce paragraphe, nous allons donner les constructions effectives par
coniques des polygones re guliers a p co^te s pour p # [5, 7, 13, 17, 19, 37],
et nous donnerons un algorithme ge ne ral de construction des polygones
re guliers a p co^te s pour p # E2, 3 . Soit n un entier de l’une des formes indique es
dans le the ore me 3.6, c’est-a -dire n=2:3;, avec (:, ;) # N2"[(0, 0)], ou n=
2:3;p1 } } } ps , avec (:, ;) # N2, s1, p1< } } } <ps , et ou pour tout i # 1, s,
on a pi # E2, 3 . Si n est de la premie re forme, on obtient les e le ments de Un
par bisection et trisection; si n est de la deuxie me forme, il existe des entiers
k1 , ..., ks tels que:
1
p1 } } } ps
=
k1
p1
+ } } } +
ks
ps
on en de duit une construction des e le ments de Up1 } } } pn a partir des e le ments
des groupes Up1 , ..., Ups ; on trouve ensuite par bisection et trisection les
e le ments de Un . L’algorithme propose constitue donc une preuve effective
du the ore me 3.6.
Quelques pre liminaires sur les pe riodes de Gauss seront ne cessaires.
5.1. Les pe riodes de Gauss
Dans ce qui suit, on fixe un entier naturel premier p3. Nous noterons
Pp l’ensemble Up"[1] des racines primitives p-ie mes de 1 dans C, et Kp le
corps cyclotomique associe a p, i.e. e gal a Q(‘) pour tout ‘ # Pp . Le groupe
multiplicatif du corps Fp=ZpZ sera note G. On notera / le morphisme
d’anneaux canonique Z  Fp . Si m # Z, on e crira aussi m
v =/(m). On notera
G=GalQ(Kp). Pour tout sous-groupe H de G, on notera Inv(H ) le sous-
corps de Kp forme par ses e le ments H-invariants.
On a une application naturelle Fp _Up  Up , (x, ‘) [ ‘[x] telle que
‘[x]=‘m pour tout m # Z ve rifiant mv =x (en renotant additivement la loi
de groupe abe lien de Up , cette application de finit une structure de Fp-droite
vectorielle sur Up). La restriction de cette application a G_Up de finit une
action de G sur Up , pour laquelle il y a deux orbites: [1] et Pp . L’action
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induite sur Pp est re gulie re. Mais pour l’action naturelle de G sur Kp , l’ensemble
Pp est aussi une G-orbite sur laquelle l’action induite de G est re gulie re.
D’ou l’isomorphisme canonique de groupes bien connu 8 de G sur G, qui
associe a x # G l’e le ment .x de G tel que .x(‘)=‘[x] pour tout ‘ # Pp .
Soit H un sous-groupe de G, on appellera pe riode de Gauss relative a H
la somme des e le ments d’une orbite de Pp sous l’action de H. Posons
H=8&1(H) et soit | # Pp . Pour tout x # G, on notera clH(x) la classe de
x modulo H. Pour toute classe c de G modulo H, on note
PgH(|, c)= :
x # c
|[x]. (1)
Le second membre de (1) est une pe riode de Gauss appele e la pe riode de
Gauss associe e a (|, H, c).
D’autre part pour tout y # Fp , on notera:
SgH(|, y)= :
x # H
|[xy]. (2)
On a donc
SgH(|, y)={card(H)PgH(|, clH( y))
si y=0
v
si y{0
v
(3)
et PgH (|, 1
v
)=x # H |[x].
Rappelons deux re sultats classiques (cf. [14, 16]).
The ore me 5.1. Soit | # Pp . Soit H un sous-groupe de G, et notons
H=8(H). La famille (PgH(|, c))c # GH est a la fois une base normale de
l ’extension Inv(H ) de Q et une Z-base de l ’anneau de ses Z-entiers.
De monstration. On sait que la famille (|[x])x # G est a la fois une Q-base
de Kp et une Z-base de l’anneau de ses Z-entiers. On en de duit que les
PgH(|, c) ou c de crit GH sont Q-line airement inde pendants (les e le ments
c forment une partition de G). Pour tout c # GH et tout y # G, on a
.y(PgH(|, c))= :
x # c
|[xy]= :
z # yc
|[z]=PgH(|, yc)=PgH(.y(|), c)
(4)
donc PgH(|, c) est .y -invariant pour tout y # H, d’ou PgH(|, c) #
Inv(H). Comme la famille Q-libre (PgH(|, c))c # GH posse de d=
card(G)
card(H)
e le ments, et comme d est le degre de Inv(H) sur Q, cette famille est une
Q-base de Inv(H). D’autre part l’application G_(GH), ( y, c) [ yc
de finit une action transitive de G sur GH. Il de coule donc de (4) que
l’ensemble 1|, H=[PgH(|, c)]c # GH est une G-orbite. Le polyno^me
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F|, H(X )=>! # 1|, H (X&!) appartient donc a Inv(H)[X] et est Inv(H)-
irre ductible, ce qui prouve que la famille (PgH(|, c))c # GH est bien une
base normale de Inv(H). Montrons que c’est aussi une Z-base de l’anneau
EH des Z-entiers de Inv(H); en effet, ses e le ments appartiennent a EH .
D’autre part, soit ! # EH . On a une famille (*x)x # G d’e le ments de Z telle
que !=x # G *x|[x]. La H-invariance de ! montre que la fonction x [ *x
est constante sur chaque classe de G modulo H, donc les coordonne es de
! dans la base (PgH(|, c))c # GH appartiennent a Z, ce qui ache ve la
de monstration. K
Conservons les notations et hypothe ses du the ore me 5.1. En conse quence
de ce the ore me, le produit de deux e le ments de 1|, H est combinaison
Z-line aire d’e le ments de 1|, H . Il est aise d’en donner une explicitation.
Pour cela, remarquons d’abord la relation e vidente:
:
c # GH
PgH(|, c)=&1 (5)
qui de coule de t # Fp |
[t]=0. D’apre s (2), (3) et (5), il suffit de calculer le
produit SgH(|, y) } SgH(|, y$) pour y # G et y$ # G. Fixant ainsi y et y$,
on a:
SgH(|, y) } SgH(|, y$)= :
(x, x$) # H_H
|[xy+x$y$]
= :
(x, x$) # H_H
|[x( y+(x&1x$) y$)]
d’ou , en posant z=x&1x$, l’explicitation cherche e:
SgH(|, y) } SgH(|, y$)= :
z # H
SgH(|, y+zy$). (6)
The ore me 5.2. Fixons | # Pp . Soit deux sous-groupes H1 et H2 de G, tels que
H1/H2 ; pour i # [1, 2], notons Hi=8(Hi) et Li=Inv(Hi). Soit c2 # GH2
et J=[c1 # GH1 | c1 /c2]. Le polyno^me 9(X )=>c1 # J (X&PgH1 (|, c1))
appartient a L2[X], est L2 -normal et L2-irre ductible, et L1 est l ’extension
de L2 engendre e par ses racines.
De monstration. Pour i # [1, 2], posons di = card(G) card(Hi ) =
( p&1)card(Hi ), i.e. di est le Q-degre de Li . Alors d2 divise d1 , et
m=d1d2 =[H2 : H1 ] est le degre de L1 sur L2 . On a aussi m=card(J ).
L’application c1 [ PgH1 (|, c1) e tant injective, le polyno^me 9 est se parable. Si
y2 # H2 et c1 # J, on a .y2(PgH1 (|, c1))=PgH1 (|, y2c1) a cause de (4). Or J
est une H2-orbite pour l’action naturelle par translation ( y, c) [ yc de H2 sur
GH1 . Comme GalL2 (L1)=H2 H1 , on voit que l’ensemble [PgH1 (|, c1)]c1 # J
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est une GalL2 (L1)-orbite, donc le polyno^me 9(X) appartient bien a L2 [X] et
est L2-normal et L2 -irre ductible. Son degre est card(J )=m=[L1 : L2 ],
donc L1 est l’extension de L2 engendre e par les racines de 9(X). K
5.2. Calcul effectif de pe riodes de Gauss
Conservons les notations et hypothe ses du the ore me 5.2. Nous allons
calculer les coefficients de 9(X) dans le cas ou c2=H2 . Cela suffira pour
les calculer dans le cas ge ne ral, car si c2=uH2 avec u # G, on a:
‘ (X&PgH1 (|, c1))= ‘ (X&PgH1 (|
[u], c1))
[c1 # GH1c1/c2 [
c1 # GH1
c1/H2
et donc quitte s’il le faut a changer |, on peut toujours se ramener au cas
ou c2=H2 . Pour tout entier k1 et tout ensemble E, nous de signerons
par Fk(E) l’ensemble des parties de E a k e le ments. On a
9(X )=Xm+ :
k=m
k=1
(&1)m&k ekX m&k (7)
avec, pour tout k # 1, m:
ek= :
P # Fk (H2 H1 )
‘
c # P
PgH1 (|, c)= :
P # Fk (H2 H1)
‘
c # P \ :x # c |
[x]+ . (8)
Fixons k. Pour P # Fk(H2 H1), soit T(P) l’ensemble des transversales de P
modulo H1 , i.e. des parties de H2 de cardinal k dont les images canoniques
modulo H1 restituent P. En de veloppant le terme de droite dans (7), on a:
ek= :
P # Fk (H2 H1 )
:
T # T(P)
|[x # T x].
L’ensemble I(k, H1 , H2)=P # Fk (H2 H1 ) T(P) est l’ensemble des k-parties
de H2 dont l’image canonique modulo H1 reste de cardinal k. D’ou
ek= :
T # I(k, H1 , H2 )
|[x # T x]= :
T # I(k, H1 , H2 )
|[_(T )] (9)
ou l’on a pose _(T )=x # T x pour tout T. Notons I1(k, H1 , H2) l’ensemble
des parties T # I(k, H1 , H2) telles que 1
v
# T. L’application
H2 _I1(k, H1 , H2)  I(k, H1 , H2), (x, U ) [ xU
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est surjective, et ses fibres sont toutes de cardinal k. De plus il est imme diat
que _(xU )=x_(U ) pour tous x et U. On de duit donc de (8):
ek=
1
k
:
x # H2
:
U # I1 (k, H1 , H2 )
|[x_(U )]=
1
k
:
U # I1 (k, H1 , H2 )
:
x # H2
|[x_(U )]
d’ou l’expression cherche e:
ek=
1
k
:
U # I1 (k, H1 , H2 )
SgH2 (|, _(U )) (10)
qui constitue la premie re e tape pour la de termination effective des pe riodes
PgH1 (|, c1) pour c1 # GH1 et c1 /H2 connaissant L2 , i.e. connaissant les
pe riodes PgH2 (|, c2) pour c2 # GH2 .
Explicitation pour m=2. Supposant maintenant m=2, nous allons
achever l’explicitation de (10) en fonction des pe riodes relatives a H2 . On
a alors H2 H1=[c0 , c1], ou c0=H1 et c1=H2 "H1 . Nous poserons |0=
PgH1 (|, c0) et |1=PgH1 (|, c1). On a donc e1=|0+|1 et e2=|0|1 . Il
est imme diat que
e1=PgH2 (|, H2)=SgH2 (|, 1
v
). (11)
Utilisons (10) pour de terminer e2 . Fixons u # H2"H1 . L’ensemble I1(2, H1 , H2)
est e videmment l’ensemble des paires [1
v
, ux] pour x de crivant H1 , d’ou ,
d’apre s (10):
e2= 12 :
x # H1
SgH2 (|, 1
v
+ux). (12)
L’unique e le ment y # Fp tel que 1
v
+uy=0
v
est &u&1=(&1
v
) u&1. Si
&1
v
# H1 , on a &u&1  H1 . Si &1
v
# H2 "H1 , on a &u&1 # H1 . Si &1
v
 H2 ,
on a &u&1  H2 , et a fortiori &u&1  H1 . En tenant compte de (3), on
arrive donc a :
e2={
1
2
:
x # H1
PgH2 (|, clH2 (1
v
+ux)) si &1
v
 c1
card(H2)
2
+
1
2
: PgH2 (|, clH2 (1
v
+ux)) si &1
v
# c1 .
[x # H1x{&u&1
(13)
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Explicitation pour m=3. Supposant ici m=3, nous allons pousser plus
loin l’explicitation de (10) dans l’hypothe se supple mentaire ou &1
v
 H2 , ce
qui nous suffira pour les constructions ci-dessous. Fixons un e le ment u # H2
d’ordre 3 modulo H1 . Les trois e le ments de H2 H1 sont c0=H1 , c1=uH1
et c2=u2H2 . Pour i # [0, 1, 2], on notera | i=PgH1 (|, ci). On a donc:
e1=|0+|1+|2 ; e2=|1|2+|2|0+|0|1 ; e3=|0|1|2 .
Il est d’abord imme diat que:
e1=PgH2 (|, H2)=SgH2 (|, 1
v
). (14)
L’ensemble I1(2, H1 , H2) est l’ensemble des paires [1
v
, x] quand x de crit
H2 "H1 . Comme &1
v
 H2 , on de duit donc de (10):
e2= 12 :
x # H2"H1
SgH2 (|, 1
v
+x)= 12 :
x # H2 "H1
PgH2 (|, clH2 (1
v
+x)). (15)
L’ensemble I1(3, H1 , H2) est l’ensemble des 3-parties de H2 de la forme
[1
v
, ux, u2y] ou (x, y) # H1 _H1 , d’ou , d’apre s (10):
e3= 13 :
(x, y) # H1_H1
SgH2 (|, 1
v
+ux+u2y). (16)
Le the ore me qui suit est essentiel pour les constructions effectives exe cute es
plus loin:
The ore me 5.3. Avec les notations ci-dessus, supposons que m=3 et que
card(H1) soit impair. Alors le triplet [|0 , |1 , |2] n’est pas R-aligne .
De monstration. Vu les hypothe ses, card(H2)=3 card(H1) est aussi
impair, donc &1
v
 H2 . On peut donc appliquer (15) et (16).
Il suffit de montrer qu’il existe un cercle et un seul passant par |0 , |1
et |2 . Un cercle d’e quation complexe zz +a z+az +b=0 (ou (a, b) # C_R)
passe par les |i ssi on a |i| i+a |i+a| i+b=0 pour tout i # [0, 1, 2]. En
raisonnant sur le syste me line aire |i!1+| i!2+!3=&|i| i (i # [1, 2, 3]) en
les inconnues (!1 , !2 , !3), on voit que tout revient a prouver que ce syste me
est de Cramer. Le de terminant du syste me est
| 0 |0 1
det \\| 1 |1 1++=| 1|2&|1| 2+| 2|0&|2| 0+| 0|1&|0| 1| 2 |2 1
=&(U&U )
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avec U=|1| 2+|2| 0+|0| 1 . En remontant a la de finition des |i , on a:
U= :
(x, y) # H1_H1
|[ux&u2y]+ :
(x, y) # H1_H1
|[u2 x& y]+ :
(x, y) # H1_H1
|[x&uy]
= :
(x, y) # H1_H1
|[x(1
v
&ux&1y)]+ :
(x, y) # H1_H1
|[ux(1
v
&ux&1y)]
+ :
(x, y) # H1_H1
|[u2x(1
v
&u&2 x&1y)].
Dans les deux premiers sommants ci-dessus, on utilise la permutation de
H1 _H1 de finie par (x, y) [ (z, t)=(x, x&1y). Dans le troisie me sommant,
on utilise la permutation de H1_H1 de finie par (x, y) [ (z, t)=(x, u&3x&1y)
(ce qui a un sens parce que u3 # H1). Apre s regroupement des sommants
ainsi transforme s, on obtient:
U= :
(x, t) # H2_H1
|[x(1
v
&ut)]= :
t # H1
SgH2 (|, 1
v
&ut). (17)
Comme u  H1 , on a 1
v
&ut{0
v
pour tout t # H1 , donc (17) e quivaut a :
U= :
t # H1
PgH2 (|, clH2 (1
v
&ut)). (18)
Raisonnons par l’absurde, en supposant que U=U . Soit 0 la partie non
vide 1
v
&uH1 de G. D’apre s (18), on aurait alors:
:
x # 0
PgH2 (|, clH2 (x))= :
x # 0
PgH2 (|, clH2(&x))
= :
x # 0
PgH2 (|, & clH2 (x)) (19)
avec &=clH2(&1
v
). Notons que & n’est pas le neutre de GH2 puisque &1
v
 H2 .
Pour tout e le ment c # clH2 (0), posons n(c)=card(0 & cl
&1
H2
(c)). Alors (19)
s’e crit:
:
c # clH2 (0)
n(c) PgH2 (|, c)= :
c # clH2 (0)
n(c) PgH2 (|, &c). (20)
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Puisque la famille (PgH2 (|, c))c # GH2 est Q-libre, on de duit de (20) que
l’application c [ &c de finit une permutation s de clH2(0), et qu’on a
n(c)=n(s(c)) pour tout c # clH2(0). Comme & n’est pas le neutre modulo
H2 , la permutation s est sans point fixe. Il est clair que &2 est le neutre
modulo H2 , donc s est une involution sans point fixe, i.e. un produit de
transpositions deux a deux disjointes. D’autre part card(H1)=card(0)
=c # clH2 (0) n(c). Comme la fonction n est constante sur chaque support
des transpositions disjointes de produit s, on voit que card(H1) serait pair,
ce qui contredit l’hypothe se. Cette contradiction montre que U&U {0, ce
qui ache ve la de monstration. K
5.3. L’algorithme ge ne ral
Dans tout ce qui suit, p est un nombre premier de la forme p=1+2a3b,
ou a # NC et b # N. Les notations sont les notations ge ne rales de ce
chapitre. Le groupe de Galois G=GalQ(Kp) est cyclique, il posse de a+b
facteurs de JordanHo lder, dont a valent 2 et b valent 3. A toute re solution
de G:
G=G0 #G1 # } } } #Ga+b=[IdKp]
est associe e la tour d’extensions:
Q=L0 /L1 / } } } /La+b=Kp
ou Li=Inv(Gi ) pour tout i # 0, a+b. Pour toute telle re solution, on
posera Gi=8&1(Gi). On remarque que le corps Kp est syme trique et que
l’automorphisme induit par # sur Kp est l’e le ment .(&1
v
) de G. Comme
.(&1
v
) commute avec tout .(x) ou x # G, pour toute telle re solution, les
corps Li sont stables par .(&1
v
), c’est-a -dire syme triques; pour i # 0, a+b,
le corps Li est re el si, et seulement si &1
v
# Gi . Pour i # 0, a+b, notons ni le
cardinal des groupes Gi et Gi ; comme G est cyclique, on a Gi=[x # G | xni=1
v
];
en particulier &1
v
# Gi si, et seulement si, ni est pair. Dans ce qui suit, on fixera
une re solution (Gi) de G comme ci-dessus.
Soit i # 0, a+b&1 tel que [Li+1 : Li]=2; alors ni=2n i+1 , donc L i
est re el, ainsi que tous les Lj pour ji. S’il existait alors j # 0, i&1 tel
que [Lj+1 ; Lj]=3, la de termination de Lj+1 en fonction de Lj obligerait
a construire les ze ros re els polyno^mes de degre 3 a coefficients re els, ce qui
serait possible, mais peu pratique (cas ou les ze ros sont aligne s). Il est
pre fe rable d’avoir [Li : Li&1]=2 pour 1ia et [L i : Li&1]=3 pour
a+1ia+b. Il y a une et une seule re solution de G qui respecte cette
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condition: la re solution (Gi) i # 0, a+b dont la suite des cardinaux est: 2a3b,
2a&13b, ..., 23b, 3b, 3b&1, ..., 3, 1. Les a premiers corps L0 , ..., La&1 sont
re els, les a premie res extensions, celles de la tour L0 /L1 / } } } /La , sont
de degre 2, et les suivantes de degre 3. Un autre avantage de cette re solu-
tion est que pour tout i<a, Li+1 est le corps de dissociation sur Li d’un
polyno^me de degre 2 a coefficients dans Li dont les deux ze ros sont aligne s
sur une droite Li -rationnelle bien connue: la droite re elle pour les a&1
premie res extensions de degre 2 et la droite dirige e par i et passant par la
demi-somme des ze ros pour la dernie re extension; ceci introduit d’autres
simplifications dans les constructions. Si p est un nombre premier de
Fermat, cette fac on de proce der est la seule possible, ce qui explique que
dans toutes les constructions a la re gle et au compas des groupes Up , ou
p est un nombre premier de Fermat, on construit dans toutes les e tapes des
nombres re els sauf dans la dernie re ou on construit les complexes conjugue s
deux a deux que sont les e lements de Up"[1]. De plus avec cette re solution,
si [L i+1 : Li]=3, i.e. si ia, le the ore me 5.3 montre que les pe riodes de
Gauss relatives au groupe Gi+1 sont trois par trois non aligne es, donc
constructibles a partir de Li par intersection d’un cercle et d’une hyperbole
e quilate re (cf. the ore me 4.6 et Corollaire 1 du the ore me 4.5). Nous sup-
poserons donc dans la suite que la re solution choisie pour le groupe G est
la re solution de crite ci-dessus.
Les corps L0 , L1 , ..., La&1 e tant re els, il est impossible de construire
ge ome triquement leurs e le ments sans sortir de R. Nous conside rerons les
corps L$i=Li[i], pour i # 0, a&1. Pour tout i # 1, a&1, on a [L$i : L$i&1]
=2, car i  La&1 . Cela nous permettra de construire les pe riodes de Gauss
relatives aux groupes Gi , ou i # 0, a&1, puis a partir de la les pe riodes
de Gauss relatives aux groupes Gi , pour i # a, a+b.
Soit Pi une pe riode de Gauss relative au groupe Gi , ou i # 1, a+b; a
cette pe riode de Gauss sont associe es une orbite Oi de Pp sous l’action de
Gi (Pi est la somme des e le ments de Oi), et naturellement les orbites
Oi&1 / } } } /O1 des e le ments de Oi sous les actions respectives des groupes
Gi&1 , ..., G1 ; enfin a ces orbites qui contiennent Oi sont associe es les pe riodes
de Gauss Pi&1 , ..., P1 respectivement relatives aux groupes Gi&1 , ..., G1 .
Le corps Li est alge briquement engendre sur Q par les pe riodes de Gauss
Pi , ..., P1 : c’est clair par re currence, puisque Li est alge briquement engendre
sur Li&1 par Pi . Pour tout e le ment z # Li il existe un polyno^me Q #
Q[X1 , ..., Xi], tel que z=Q(P1 , ..., Pi); on pourra bien su^r supposer que Q
est degre 1 par rapport aux variables de nume ro a, et degre 2 par
rapport aux variables de nume ro >a (s’il y en a) et un tel polyno^me est
alors unique. Supposons avoir construit et choisi la suite des pe riodes
P1 , ..., Pi , et que i<a+b.
Si [Li+1 : Li ]=2 et Li+1 re el; il y a exactement deux sommes de Gauss
relatives a Gi+1 dont les orbites associe es sont incluses dans Oi , que nous
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noterons |0 et |1 ; ce sont les ze ros d’un polyno^me P de degre 2 a coef-
ficients dans L i , donc les points d’intersection de la droite re elle avec le
cercle qui passe par |0 , |1 et i; le centre C de ce cercle est e le ment de Li (i), il
est l’intersection de la droite passant par Pi 2 et dirige e par i, et de la droite
(C, i) qui recoupe l’axe re el en un point de Li (on peut de montrer que la droite
(C, i) n’est jamais paralle lle a l’axe re el). L’ensemble [|0 , |1] est donc de ter-
mine par deux polyno^mes Qi et Ri e le ments de Q[X1 , ..., Xi]; on peut supposer
Qi et Ri de degre 1 au plus par rapport a chacune des variables.
Si [Li+1 : Li]=2 et Li+1 non re el (donc i+1=a); la situation est
analogue a la pre ce dente, sauf que l’ensemble [|0 , |1] est l’ensemble des
points d’intersection de la droite dirige e par i et passant par Pi 2 ({0) et
du cercle passant par |0 et |1 et 0, dont le centre est e le ment de Li ; cet
ensemble est donc de termine encore par deux polyno^mes Qi et Ri e le ments
de Q[X1 , ..., Xi ], qu’on peut supposer de degre 1 au plus par rapport a
chacune des variables.
Si [Li+1 : Li]=3; il y a exactement trois sommes de Gauss relatives a
Gi+1 , note es |0 , |1 , |2 , dont les orbites associe es sont incluses dans Oi ;
ce sont les ze ros d’un polyno^me P # Li[X] de degre 3; d’apre s le the ore me
5.3, |0 , |1 , |2 ne sont pas aligne s; le centre C du cercle 1 circonscrit au
triangle |0 , |1 , |2 est e le ment de Li , le cercle 1 passe par un e le ment
U # Li ; l’ensemble [|0 , |1 , |2 , U] est l’ensemble des points d’intersection
du cercle 1 et d’une hyperbole e quilate re H non de ge ne re e (the ore me 4.6)
dont le centre 0 est e le ment de Li , dont une direction de syme trie est re elle,
et qui passe par U. Les e le ments C, 0, U peuvent s’exprimer comme les
valeurs en (P1 , ..., Pi) de polyno^mes Q i , Ri , S i e le ments de Q[X1 , ..., Xi], et
de terminent l’ensemble [|0 , |1 , |2].
On peut alors choisir dans [|0 , |1] ou [|0 , |1 , |2] suivant le cas, l’un
des nombres ainsi construit, et noter Pi+1 cette pe riode de Gauss. On
obtient donc par re currence des suites P0 , P1 , ..., Pa+b de pe riodes de Gauss
respectivement relatives aux groupes G0 , G1 , ..., Ga+b , dont les orbites
associe es sont une suite de croissante. La premie re pe riode e tant &1 et la
dernie re e tant un e le ment de Pp , on re alise ainsi une construction d’un
e le ment de Pp , et les diffe rents les choix possibles pour la suite P0 , P1 , ...,
Pa+b permettent de construire tous les e le ments de Pp .
Il reste a de montrer que les polyno^mes Qi , Ri pour i # 1, a, et
Qi , Ri , S i pour i # a+1, b, ne de pendent pas de la suite P1 , ..., Pa+b mais
uniquement de i. On pourra donc calculer ces polyno^mes en utilisant
n’importe quelle suite P1 , ..., Pa+b , ce qui revient a fixer formellement Pa+b
dans Pp . Ces polyno^mes e tant calcule s, une suite P1 , ..., Pi de pe riodes de
Gauss e tant construite et choisie, Pi+1 sera a choisir librement dans un
ensemble de 2 ou 3 complexes constructibles a partir de P1 , ..., P i .
Supposons que P1 , ..., Pa+b et P$1 , ..., P$a+b soient des suites de pe riodes
de Gauss (dont les orbites associe es sont des suites strictement croissantes)
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telles que Pa+b=| et P$a+b=|$ et soit g # G tel que g(|)=|$. On a bien
su^r pour tout i # 0, a+b:
P$i= :
h # Gi
h(|$)= :
h # Gi
h(g(|))= g \ :h # Gi h(|)+= g(Pi).
Si ia; soit h1 # Gi+1"G i , on note |0=Pi+1 et |1=h1(|0), |$0=P$i+1=
g(|0) et |$1=h1(|$0)= g(|1). On a bien su^r Q i (X1 , ..., Xi)=Xi 2, qui ne
de pend pas de la suite choisie. Dans le cas ou i<a, on trouve Ri (P1 , ..., Pi )
=(|0+|1 )(1&|0|1 ) et par conse quent Ri (P$1 , ..., P$i)= g(R i (P1 , ..., Pi))
=(|$0+|$1)(1&|$0|$1), ce qu’il fallait justifier. Dans le cas ou i=a,
l’abscisse du centre du cercle est Ri (P1 , ..., Pi)=(|0|1 |0+|1), et par
conse quent Ri (P$1 , ..., P$i)= g(R i (P1 , ..., Pi))=(|$0|$1 )(|$0+|$1), ce qu’il
fallait justifier.
Si i # a+1, a+b; soit h1 # Gi+1"G i , on note |0=Pi+1 , |1=h1(|0),
|2=h1(|1), |$0=P$i+1= g(|0), |$1=h1(|$0)= g(|1), et |$2=h1(|$1)=
g(|2). L’e quation complexe du cercle 1 circonscrit a (|0 , |1 , |2) est de la
forme zz &C z&Cz +r=0, ou C # Li est son centre, et r # Li & R; les e qua-
tions line aires |j | j=C |j+C | j&r, ou j # [0, 1, 2], de terminent C (et r);
puisque g commute avec la conjugaison #, pour tout j # [0, 1, 2], #(|$j)=
#(g(|j))= g(|j ); on voit donc que g(C) est le centre du cercle 1 $ circonscrit
a (|$0 , |$1 , |$2), et que par conse quent le nombre complexe
Qi (P$1 , ..., P$i)= g(Qi (P1 , ..., Pi))= g(C)
est bien le centre du cercle 1 $. Il y a une et une seule hyperbole e quilate re
H qui passe par |0 , |1 , |2 , et dont une direction de syme trie est re elle,
l’une de ces e quations complexes est
z2+z 2&2 0z&2 0 z +r=0
ou 0 # Li est son centre et r # Li & R; par un raisonnement analogue a celui
utilise pour le cercle circonscrit, on montre que le centre de l’hyperbole
e quilate re H$ associe e a (|$0 , |$1 , |$2) est g(0), et par conse quent le
nombre complexe
Ri (P$1 , ..., P$i)= g(R i (P1 , ..., Pi))= g(0)
est bien le centre de l’hyperbole H$. Le point U est le seul point d’intersec-
tion de 1 et de H qui appartienne a Li , on ve rifie que comme g commute
avec la conjugaison #, le point g(U) appartient au cercle 1 $ et a l’hyperbole
e quilate re H$, et comme c’est un e le ment de L i , c’est ne cessairement
le point U$ associe a (|$0 , |$1 , |$2); on en de duit que Si (P$1 , ..., P$i)=
g(S i (P1 , ..., Pi))= g(U)=U$, ce qu’il fallait de montrer.
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5.4. Constructions particulie res
Dans les constructions particulie res expose es ci-dessous, nous n’utiliserons
pas fide lement l’algorithme ge ne ral, mais nous tirerons parti le mieux possible
(du moins nous l’espe rons) du petit nombre d’extensions, et des particularite s
de chacunes des re solutions propose es. Il nous reste cependant a exposer deux
proprie te s ge ne rales utiles.
The ore me 5.4. Si &1
v
est un carre dans Fp , les sommes de Gauss relatives
au sous-groupe G1 d ’indice 2 dans G=GalQ(Kp) sont les ze ros du polyno^me
X2+X& p&14 , de discriminant p, et sinon du polyno^me X
2+X+ p+14 , de
discriminant &p.
De monstration. Le groupe G1=8&1(G1) est le groupe des carre s dans
Fp , donc &1
v
est un carre si, et seulement si, &1
v
# G1 . Soit |0 et |1 les
pe riodes de Gauss relatives au groupe G1 ; leur somme est |0+|1=&1.
D’apre s la formule vue en 5.3, si &1
v
# G1 , on a:
|0 |1=
1
2
:
x # G"G1
PgG(|, clG(1
v
+x))=
1
2
(&1) card(G1)=&
p&1
4
et si &1
v
 G1 (donc &1
v
# G"G1):
|0 |1=
card(G)
2
+
1
2
: PgG(|, clG(1
v
+x))
[x # G"G1x{&i
=
p&1
2
&
1
2 \
p&1
2
&1+=p+14 .
Cela ache ve la de monstration. K
The ore me 5.5. Avec les notations de l ’algorithme ge ne ral, si b>0:
Qa+b&1(X1 , ..., Xa+b&1)=0
Ra+b&1(X1 , ..., Xa+b&1)= 12 (Xa+b&1+1)
Sa+b&1(X1 , ..., Xa+b&1)=1.
et si b=0 le polyno^me du second degre associe a une pe riode de Gauss Pa&1
relative au groupe Ga&1 est X2&Pa&1X+1.
De monstration. Supposons b>0 (i.e. 3 divise p&1) et soit Pa+b&1 une
pe riode de Gauss relative au groupe Ga+b&1 . Notons |0 , |1 , |2 les
e le ments de l’orbite associe e a Pa+b&1 ; ces trois pe riodes de Gauss (mini-
males!) sont sur le cercle 1 de centre 0 et de rayon 1, le point C associe
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a Pa+b&1 est donc 0 et Qa+b&1(X1 , ..., Xa+b&1)=0. Le groupe Ga+b&1 est
de cardinal 3, c’est donc [x # G | x3=1
v
]; soit c # Ga+b&1 "Ga+b , c’est-a -dire
c # G tel que c3=1
v
et c{1
v
. On peut supposer |1=.c(|0) et |2=.2c(|0)
et par conse quent:
|0|1|2=|[1+c+c
2]=|0=1.
Comme le cercle circonscrit a (|0 , |1 , |2) est le cercle unite , nous pouvons
appliquer sans modification les calculs du the ore me 4.6; la seule hyperbole
e quilate re dont une direction de syme trie est re elle est l’hyperbole e quilate re
H dont une e quation est:
z2+z 2&(Pa+b&1+1)z+(P a+b&1+1)z +(Pa+b&1+P a+b&1)=0.
Le point U est U=1, et le centre de H est 0= 12 (Pa+b&1+1). Le
polyno^me minimal de |0 , |1 , |2 est:
F(X )=X3&Pa+b&1 X 2+P a+b&1 X&1.
On ve rifie que 0 est le milieu de (U, H) ou H est l’orthocentre du triangle
(|0 , |1 , |2) (d’apre s la relation OH

=3 OG

). Il s’agit la d’une proprie te
bien connue d’une hyperbole e quilate re circonscrite a un triangle.
Si b=0, le polyno^me du second degre associe a une pe riode de Gauss
Pa&1 relative au groupe Ga&1 est de la forme X 2&Pa&1 X+e2 , ou e2 est
le produit des ze ros; comme ces ze ros sont complexes conjugue s et de
module 1, on en de duit e2=1. K
Dans les descriptions des constructions des 5, 7, 13, 17, 19 et 37 gones
re guliers figurant ci-dessous, les notations sont celles de l’algorithme ge ne ral.
On reprend en particulier les notations G0 , ..., Ga+b pour les groupes de la
re solution, et L0 , ..., La+b pour les corps associe s. Pour chaque construction
on conside rera une suite quelconque P0 , P1 , ..., Pa+b de pe riodes de Gauss
dont les orbites associe es forment une suite strictement de croissante. On
pourra poser |=Pa+b qui est un e le ment de Pp , qui de termine la suite. Les
calculs ont e te re alise s par un programme de calcul formel a partir de la
seule proprie te de | qui est d’e^tre e le ment de Pp . Seuls les re sultats qui
permettent de comprendre et de re aliser les constructions figurent dans ce
qui suit.
Pentagone re gulier. Les pe riodes de Gauss relatives au groupe G1 sont
les ze ros de X2+X&1; en notant |0 et |1 ces deux pe riodes de Gauss, les
deux pe riodes de Gauss associe es a |j , ou j # [0, 1], sont les ze ros de
X2&|jX+1. Le cercle qui passe par |0 et |1 et i est de centre &12. Le
cercle de centre &14 passant par i2 recoupe l’axe re el en |02 et |1 2;
voir figure 9.
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FIGURE 9
Heptagone re gulier. Les pe riodes de Gauss |0 , |1 relatives au groupe G1
sont ici les ze ros du polyno^me X2+X+2. Pour chacune de ces pe riodes |j , ou
j # [0, 1], les trois pe riodes de Gauss relatives au groupe G=G2 associe es sont
les points d’intersection avec le cercle unite de l’hyperbole e quilate re dont une
direction de syme trie est re elle, dont le centre est 0j= 12 (|j+1), et qui passe
par le point U=1 (qu’on retire de l’intersection). Les points 00 et 01 sont les
ze ros du polyno^me X2+ 12 X+
1
2 , ce sont les points d’intersection de la
droite d’e quation carte sienne y=14, avec le cercle de centre 1 qui passe
par 0. On obtient donc figure 10 une construction d’heptagone re gulier.
Le 13-gone re gulier. Les cardinaux des groupes de la re solution sont 12,
6, 3, 1. La pe riode P3 est un point d’intersection du cercle unite et de
l’hyperbole e quilate re dont le centre est le point 0= 12 (1+P2), dont une
des directions de syme trie est re elle, et qui passe par U=1. Il se trouve que
00 =34, ce qu’on voit sur une figure, et que le calcul confirme. Les 4
valeurs possibles de 0 sont donc cocycliques sur le cercle de centre 0 de
rayon - 32 (qu’on peut construire de multiples fac ons). Il suffit donc de
de terminer l’abscisse de 01 , c’est-a -dire sa partie re elle, qui est 14 P1+
1
2 .
Comme P1 est l’un des ze ros du polyno^me X 2+X&3, on en de duit facile-
ment une construction de l’abscisse de 0; on trouve que les deux abscisses
possibles sont les intersections avec l’axe re el du cercle de centre 38 et qui
passe par i4. Cela donne la construction de la figure 11, qui cette fois
s’e carte de la me thode ge ne rale.
Le 17-gone re gulier. Les cardinaux des groupes de la re solution sont 16,
8, 4, 2, 1. Conforme ment a la formule ge ne rale, P1 est l’un des ze ros du
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FIGURE 10
polyno^me X2+X&4; comme 17 est somme de deux carre s, le cercle centre
sur l’axe re el dont les points d’intersection avec l’axe re el sont P1 et le ze ro
conjugue (&1&P1), est Q-rationnel, il passe par le point 2i.
On trouve que P2 est l’un des ze ros du polyno^me X2&P1X&1; P2 est
l’un des points d’intersection de la droite re elle avec le cercle de centre P1 2
qui passe par i.
La pe riode de Gauss P3 est ze ro d’un polyno^me X2&P2X+e2 , ou
e2 # L2 ; on trouve que e2 est une pe riode de Gauss associe ee au groupe G2 ,
mais n’est pas directement conjugue e de P2 (ce n’est pas P1&P2). Sauf a
en calculer une valeur approche e et localiser cette valeur approche e sur le
dessin, on ne sait pas quelle est cette pe riode de Gauss, parmi les deux
possibles; cependant, par re solution d’un syste me line aire on obtient:
e2=&32&
1
2 P1+
1
2 P2+
1
2 P1 P2
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FIGURE 11
ce qui permet de de terminer e2 connaissant uniquement P1 , P2 . La pe riode
P3 et sa conjugue e imme diate sont les points d’intersection avec l’axe re el
de tout cercle passant par ces deux pe riodes de Gauss et un point M
quelconque e le ment non re el de L2(i); l’abscisse du centre du cercle est
*=P22, et si (x, y) sont les coordonne es carte siennes de M, l’ordonne e du
centre du cercle est:
+=
x2+ y2&P2 x+e2
2 y
.
On voit donc qu’en choisissant x= 12 (P1+1), on obtient:
+=
1
4 (P1+1)
2+ y2& 32&
1
2 P1
2 y
=
1
2
y+
P21&5
8 y
=
1
2
y&
1+P1
8 y
.
Les choix y= 12 et y=&
1
2 (P1+1) conduisent a la me^me valeur +=&
1
4 P1 ,
qui est leur demi-somme. On peut ainsi construire rapidement la pe riode
P3 et sa conjugue e imme diate.
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FIGURE 12
La construction de la figure 12 ne suit pas exactement ce plan afin
d’e viter les nombreuses divisions par 2 qui seraient ne cessaires. Le plan est
le suivant: Le cercle de centre &14 passant par i recoupe l’axe re el en
P1 2; le cercle de centre P1 2 passant par i recoupe l’axe re el en P2 ; on
pose sur la droite dont une e quation est x= 12 (
1
2+
1
2 P1) (on fait appara@^tre
un milieu) le point A d’ordonne e 14 et B d’ordonne e &
1
2 (
1
2+
1
2 P1) (intersec-
tion avec y=&x); leur me diatrice coupe la droite d’e quation x=P24 (on
divise P2 par 4) en le point C, et le cercle de centre C qui passe par A et
B recoupe l’axe re el en P3 2. Enfin la droite dirige e par i passant par P3 2
recoupe le cercle unite en P4 .
A chaque e tape de la construction du 17-gone re gulier il y a deux choix
possibles; les diffe rents choix conduisent aux 16 suites possibles de pe riodes
de Gauss, qui se terminent par les e le ments de P17 ; la me thode de construc-
tion est inde pendante des choix effectue s pre ce demment.
Le 19-gone re gulier. Les cardinaux des groupes de la re solution sont 18,
9, 3, 1. La pe riode P3 est l’un des 3 points d’intersection {1 du cercle unite
et de l’hyperbole e quilate re de centre 02= 12 (P2+1), dont une direction de
syme trie est re elle, et qui passe par U2=1. Il y a trois valeurs possibles
pour 02; le cercle circonscrit 11 a ces trois valeurs a pour centre un point C1 ,
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et passe par un point U1 ; les trois valeurs possibles pour 02 sont les points
d’intersection de 11 et de l’hyperbole e quilate re de centre un point 01 ,
dont une direction de syme trie est re elle, et qui passe par U1 . Les points
C1 , U1 , 01 sont dans le corps L1 , de degre 2 sur Q, leurs conjugue s sont
leurs conjugue s au sens de la conjugaison dans C, que nous avons note e #.
Ces points sont ze ros des polyno^mes:
pour C1, X2& 52 X+
11
4 ;
pour U1 , X2&4X+ 354 ;
pour 01 , X2& 34 X+
7
16 .
On peut construire aise ment chacunes des paires de valeurs possibles pour les
complexes C1 , U1 , 01 , mais il reste alors a apparier dans la construction la
valeur choisie pour C1 , avec une valeur pour U1 et une valeur pour 01 . D’apre s
ce qui a e te dit dans la description de l’algorithme ge ne ral, on pourrait exprimer
la valeur a choisir pour U1 comme une combinaison Q-line aire de 1 et de C1 ,
et de me^me pour 01 , ce qui re soudrait le proble me. D’autres arguments
peuvent e^tre utilise s ici; on trouve que le cercle 11 de centre C1 et qui passe
FIGURE 13
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par U1 a pour rayon - 72, et il passe par les points d’affixes 12 et 2
(demi-somme 54); comme la partie re elle de U1 est 2, la droite d’e quation
x=2 coupe le cercle en le point d’affixe 2 et U1 , ce qui de termine U1 en
fonction de C1 ; d’autre part, si H1=&C1 , 01 est le milieu de (U1 , H1).
Les valeurs possibles pour C1 sont les ze ros du polyno^me X2& 52 X+
11
4 ; on
ve rifie que le cercle passant par ces ze ros et par le point d’affixe 1 a pour
centre le point d’affixe 72. D’ou les constructions de la figure 13.
Le 37-gone re gulier. Les cardinaux des groupes de la re solution sont 36,
18, 9, 3, 1. La pe riode P4 est l’une des 3 intersections ({1) du cercle unite
et de l’hyperbole e quilate re de centre 03= 12 (P3+1), dont une direction de
syme trie est re elle, et qui passe par U3=1. Les pe riodes P1 , P2 e tant fixe es
(4 possibilite s), il y a trois valeurs possibles pour 03 ; le cercle circonscrit
12 a ces trois valeurs a pour centre un point C2 , et passe par un point U2 ;
les trois valeurs possibles pour 03 sont les points d’intersection de 12 et de
l’hyperbole e quilate re de centre un point 02 , dont une direction de
syme trie est re elle, et qui passe par U2 . Les points C2 , U2 , 02 sont dans le
corps L2 , de degre 4 sur Q. Le corps L1 est re el, et le seul automorphisme
FIGURE 14
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non trivial de L2 sur L1 est la conjugaison dans C. On obtient par le calcul
les e galite s suivantes:
Re(C2)= 12 (C2+C 2)=
1
2 (
1
2 P1+2)
Re(U2)= 12 (U2+U 2)=
1
2 (P1+
9
2)
Re(02)= 12 (02+0 2)=
1
8 P1+
7
8=
1
2 (Re(C2)+
3
4).
Tout cercle passant par les points U2 et U 2 et un point quelconque dans
L1(i) est L1(i)-rationnel; on trouve par le calcul que le cercle dont
&P1& 258 et Re(U2)+
1
2 sont deux points diame tralement oppose s convient.
Ayant choisi une des deux possibilite s pour U2 , il reste a voir quel point
C2 et quel point 02 lui correspond. Pour cela on peut utiliser le fait que la
droite (U2 , C2) et sa conjugue e se coupent sur l’axe re el en un point du
corps L1 qui est &32 P1&5, et que de manie re analogue la droite (02 , C2)
et sa conjugue e se coupent en le point &12 P1+
5
2 . Enfin la pe riode P1 est
l’un des ze ros du polyno^me X2+X&9; pour construire P1 et &1&P1 , on
peut utiliser un cercle centre sur l’axe re el (37=62+12); le cercle de centre
&12 qui passe par le point 12 (5+i) convient. On trouvera dans la figure
14 la construction de trois des valeurs de 03 .
Et voici maintenant, figure 15, une construction de 3 e le ments de P37 .
FIGURE 15
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6. POLYGONES RE GULIERS DE GAUSS
Nous appellerons polygone re gulier de Gauss tout polygone re gulier de C
de la forme Up , ou p est un nombre de Fermat premier. Nous avons vu que
ces polygones re guliers sont les seuls, parmi ceux de centre 0 passant par
1 et dont le nombre de co^te s est premier, qui soient constructibles a la re gle
et au compas a partir de [0, 1]. Dans ce paragraphe, nous allons de crire
un algorithme ge ne ral de construction a la re gle et au compas d’un polygone
re gulier de Gauss, et nous illustrerons cet algorithme pour p # [17, 257, 65537].
Soit p un nombre premier de Fermat 5, donc de la forme p=2N+1
avec N=2& et & entier 1. Soit g un entier primitif modulo p, c’est-a -dire
dont la classe modulo p engendre le groupe multiplicatif FCp du corps
Fp=ZpZ; on a donc g2
N#1 et g2 N&1#&1 modulo p. E tant donne un
entier x non divisible par p, il y a donc un et un seul entier naturel n<2N
tel que x#gn modulo p, et le proble me est de le de terminer (Gauss
appelait cet entier l ’index de x relativement a g). La recherche de l’index est
un proble me de de codage. Voici un algorithme efficace pour le re soudre, a
deux variables entie res k et n initialise es a 0. L’algorithme porte sur k et n:
tant que k<N re pe te: k :=k+1; si x2N&k{gn2N&k mod p, alors n :=n+2k&1.
L’algorithme est e videmment fini, et comporte exactement N re pe titions.
La proprie te Pn, k : x2
N&k#gn2N&k mod p, est initialement vraie (k=0, n=0).
Supposons qu’elle soit vraie en entre e de boucle; lors du test on a donc
(x2 N&k)2#x2 N&k+1#gn2N&k+1#(gn2N&k)2 mod p
soit x2 N&k#gn2N&k mod p, et n est invariant, donc Pn, k est vraie en fin de
boucle, soit x2N&kgn2N&k mod p et alors:
x2 N&k#&gn2N&k#g2 N&1 gn2 N&k#g (n+2k&1) 2N&k mod p
et comme n est transforme en n+2k&1, Pn, k est vraie en fin de boucle. La
proprie te Pn, k est donc toujours vraie. En fin d’algorithme on a k=N et
Pn, k est vraie, c’est-a -dire x#gn mod p, ce qu’il fallait obtenir. L’application
qui a x e le ment du groupe multiplicatif G des e le ments non nuls de Fp fait
correspondre l’entier n<N tel que gv n=x sera note e lg .
Nous pouvons remarquer qu’en effectuant seulement N$N ite rations
dans l’algorithme, on obtient un entier <2N$ congru a lg(x) modulo 2N$,
ce qui est parfois suffisant.
Du fait que p est un nombre de Fermat, 3 est primitif modulo p; cette
proprie te bien connue peut se de montrer comme il suit: d’apre s la loi de
re ciprocite quadratique de LegendreGauss, on a ( 3p)(
p
3)=(&1)
(( p&1)(3&1))4
=(&1)2
2 &&1
=1, donc ( p3)=(
3
p). Mais p=2
N+1#2 mod(3), car N=2& est
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pair, donc ( p3)=&1, donc (
3
p)=&1, i.e. 3
v
n’est pas un carre dans FCp . Or
l’ensemble des e le ments d’ordre p&1 dans FCp est l’ensemble des non-carre s,
car p&1=2N et donc ,( p&1)=2N&1 (ou , de signe l’indicateur d’Euler);
donc 3 est bien primitif modulo p.
Dans tout ce qui suit, nous prendrons donc g=3.
Nume rotation des pe riodes de Gauss
Reprenons ici les notations de l’algorithme ge ne ral, dans le cas particulier
ou p est un nombre premier de Fermat, de la forme p=2a+1 ou a #
[4, 8, 16]. On suppose choisie une racine p-ie me de 1 primitive | # Pp . Le
groupe de Galois G=GalQ(Kp) posse de a facteurs de JordanHo lder, tous
e gaux a 2. A toute re solution de G:
G=G0 #G1 # } } } #Ga=[IdKp]
est associe e la tour d’extensions quadratiques:
Q=L0 /L1 / } } } /La=Kp
ou Li=Inv(Gi) pour tout i # 0, a. On posera Gi=8&1(Gi).
Le groupe multiplicatif FCp sera ici note G, il est de cardinal 2
a. Pour tout
i # 0, a le groupe Gi est de cardinal 2a&i, donc est engendre par 3
v
2 i. Les
pe riodes de Gauss associe es au groupe Gi sont les sommes des orbites de
Pp sous l’action du groupe Gi , elles sont au nombre de 2i. Soit r # Z; on
notera ici g(i, r) la pe riode de Gauss qui est la somme des e le ments de
l’orbite de |3 r sous l’action du groupe Gi ; on a g(0, 0)=&1 et si i # 1, a
(cf. e galite (2) du 5.1):
g(i, r)= :
2a&i&1
k=0
|3 k2
i+r
=SgGi (|, 3
v r).
Il est clair que l’application r [ g(i, r) est 2i-pe riodique et que [g(i, r) | r #
0, 2i&1] est l’ensemble des pe riodes de Gauss relatives au groupe Gi .
Comme l’e le ment 3
v2 i&1 de Gi&1 est d’ordre 2 dans le groupe quotient Gi&1Gi ,
le Li&1 -automorphisme non-trivial de Li est l’e le ment .3v2 i&1 de Gi&1 ; l’image
de g(i, r) par cet automorphisme, le conjugue imme diat de g(i, r), est la
pe riode de Gauss:
(.3v2 i&1)(g(i, r))= :
2 a&i&1
k=0
|3 k2
i+r+2 i&1
= g(i, r+2i&1).
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On ve rifie par ailleurs pour tout i # 1, a et tout r # Z, l’e galite
g(i, r)+ g(i, r+2i&1)= :
2a&i&1
k=0
|3k2
i+r+2 i&1
+ :
2a& i&1
k=0
|3 k2
i
+r
= :
2a&i+1&1
k=0
|3k2
i&1+r
= g(i&1, r).
Calculons le produit de ces e le ments conjugue s dans le cas r=0. Nous
noterons:
e2(i)= g(i, 0) g(i, 2 i&1)
(on a donc e2(i) # Li&1). Si i=a, d’apre s le the ore me 5.5, on a e2(a)=1. Si
i=1, on peut appliquer le the ore me 5.4, et comme p est ici congru a 1
modulo 4, on a:
e2(1)=&
p&1
4
=&2a&2.
Pour i # 2, a&1, nous pouvons donc appliquer l’e galite (12) du chapitre
5.2., et comme &1
v
# Gi on a &1
v
 Gi&1"Gi , d’ou :
e2(i)= 12 :
x # Gi&1"Gi
SgGi&1 (|, 1
v
+x).
Les e le ments de Gi&1"Gi sont les e le ments de G de la forme 3
v
(2q+1) 2 i&1, ou
q de crit 0, 2a&i&1; en utilisant la notation l3 introduite dans la descrip-
tion de l’algorithme de de codage, on obtient:
g(i, 0) g(i, 2i&1)=e2(i)= 12 :
2a&i&1&1
q=0
g(i&1, l3(1
v
+3
v (2q+1) 2 i&1)).
On peut remarquer que dans l’e galite ci-dessus, il est seulement ne cessaire
de de terminer la valeur de l3 modulo 2
i&1.
Comme pour tout r # Z, g(i, r) est l’image de g(i, 0) par l’automorphisme
de corps .3vr , on en de duit que pour tout i # 2, a&1 et tout r # Z:
g(i, r) g(i, r+2i&1)=.3vr (e2(i))
= 12 :
2 a&i&1&1
q=0
g(i&1, r+l3 (1
v
+3
v
(2q+1) 2 i&1)).
Nous disposons donc, pour tout i # 1, a et tout r # Z, d’une e quation du
second degre dont les coefficients sont explicite s en fonctions des pe riodes
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de Gauss g(i&1, r$), ou r$ # 0, 2i&1&1, dont g(i, r) est racine. Nous
verrons dans les exemples particuliers expose s ci-dessous de quelle manie re
cela permet de construire les e le ments de Pp .
De termination des e quations intrinse ques
Soit Pi # Li une pe riode de Gauss, ou i # 0, a&1, somme des e le ments
d’une orbite Oi sous l’action du groupe Gi . L’orbite Oi peut e^tre partage e
en exactement deux orbites sous l’action du groupe Gi+1 et les deux
pe riodes de Gauss associe es sont les ze ros d’un polyno^me du second degre
a coefficients dans le corps Li . Ce qui a e te fait ci-dessus permet d’exprimer
les coefficients de ce polyno^me en fonction des pe riodes de Gauss g(i, r), ou
r # 0, 2i&1, mais la nume rotation de pend de la racine primitive | choisie
et du ge ne rateur 3
v
choisi. Comme explique dans l’algorithme ge ne ral (5.3)
il est possible d’exprimer les coefficients de ce polyno^me comme des
polyno^mes de degre 1 au plus en chacune des pe riodes de Gauss P0 , ..., Pi ,
ces pe riodes correspondant aux orbites O0 # } } } #Oi contenant l’orbite Oi .
Une fois e tablies les diffe rentes expressions intrinse ques des e quations du
second degre , ayant construit et choisi une suite P0 , ..., Pi , ou i # 0, a&1,
Pi+1 pourra e^tre choisi arbitrairement parmi les deux racines d’une e qua-
tion du second degre , et les e quations qui seront ensuite re solues tiendront
me caniquement compte de ce choix. Apre s re solution de 2+ e quations du
second degre superpose es, si p=22 ++1, on arrivera a l’un des e le ments
de Pp , et chaque succession de choix, il y en a 2
2 +, aboutira a un e le ment
particulier de Pp .
Ces e quations intrinse ques peuvent e^tre obtenues en supposant que la
suite d’orbites O0 # } } } #Oa a pour dernier e le ment [|], | e tant la racine
primitive utilise e formellement dans le calcul. Il s’agit donc d’exprimer les
e le ments de L i , et en fait uniquement les complexes e2(i), ou i # 2, a&1,
comme les valeurs sur la suite (g(1, 0), ..., g(i&1, 0)) de polyno^mes a coef-
ficients rationnels de degre 1 au plus en chacune de leurs inde termine es. Un
algorithme est le suivant. Si z # Li est donne comme combinaison Q-line aire
des (g(i, r)), il existe des e le ments :i # Li&1 et ;i # Li&1 (uniques) tels que:
z=:i+;i g(i, 0). Notons #i le Li&1-automorphisme non-trivial du corps Li
(on sait que #i (g(i, r))= g(i, r+2i&1)); les e le ments de Li&1 e tant invariants,
on a aussi #i (z)=:i+;i g(i, 2i&1), et par conse quent:
;i=
#i (z)&z
g(i, 2i&1)& g(i, 0)
.
Ceci permet de calculer ensuite :i , et en utilisant cette me thode de manie re
re cursive, on obtient l’expression de z comme valeur en (g(1, 0), ..., g(i, 0))
d’un polyno^me a coefficients rationnels de degre 1 au plus en chacune de
ses variables.
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Application au cas p=24+1
On trouve ici que g(1, 0) et g(1, 1) sont les ze ros de X2+X&4; on
obtient alors e2(2)= g(1, 0)+ g(1, 1)= g(0, 0)=&1, de sorte que g(2, 0) et
g(2, 2) sont les ze ros du polyno^me X2& g(1, 0) X&1; on en de duit comme
dans le cas ge ne ral que g(2, 1) et g(2, 3) sont les ze ros du polyno^me
X2& g(1, 1) X&1 (le fait que e2(2) soit e le ment de L0 , et pas seulement de
L1 comme pre vu, est remarquable). On trouve que g(3, 0) et g(3, 4) sont
les ze ros de X2& g(2, 0) X+ g(2, 1), les e le ments g(3, r) et g(3, r+4) e tant
les ze ros de X2& g(2, r) X+ g(2, 1+r). On obtient enfin les e le ments de P17 , par
exemple g(4, 0) et g(4, 8), qui sont les ze ros du polyno^me X2& g(3, 0) X+1.
En construisant pour chaque niveau i # 1, 4 toutes les pe riodes de
Gauss de ce niveau (soit 2+4+8+16=32 pe riodes de Gauss), les pe riodes
de Gauss de niveau i e tant obtenues par constructions de degre 2 a partir des
pe riodes de Gauss de niveau i&1, on obtient au dernier niveau les 16 e le ments
de P17 . On peut aussi se fixer comme objectif de construire un e le ment
particulier de P17 , par exemple g(4, 0), en n’utilisant et ne construisant que
ce qui est ne cessaire; d’apre s ce qui pre ce de, pour construire g(4, 0), il est
ne cessaire d’avoir construit pre ce demment g(3, 0), g(2, 0), g(2, 1), et
g(1, 0), g(1, 1). De manie re ge ne rale, dans cette fac on de proce der, on est
amene a expliciter l’arbre des constructions ne cessaires pour obtenir tel
e le ment particulier de P17 , tous les arbres obtenus ainsi e tant d’ailleurs
analogues, puisqu’il suffit d’appliquer un automorphisme .3vr , ou r # Z,
pour passer de l’un a l’autre.
La me thode expose e ci-dessus a un inconve nient majeur qui appara@^t
clairement dans la de termination de g(3, 0), qui est l’un des ze ro de
X2& g(2, 0) X+ g(2, 1); en effet, g(2, 1) est l’un des ze ros de l’e quation
X2& g(1, 1) X&1 et g(2, 0) l’un des ze ros de l’e quation X2& g(1, 0) X&1
mais on ne sait a priori pas alge briquement et pas ge ome triquement sur le
papier, quel ze ro de X2& g(1, 0) X&1 il faut associer avec quel ze ro de
X2& g(1, 1) X&1. Le proble me ne se pose pas avant car g(1, 0)+ g(1, 1)
=&1. Tous les auteurs que nous avons lu sur ce sujet proce dent en de finitive
a une localisation des pe riodes de Gauss, c’est-a -dire, ayant choisi explicite-
ment une racine primitive |, le plus souvent exp(2i?17), pour chacun des
couples (g(1, 0), g(1, 1)), (g(2, 0), g(2, 2)), (g(2, 1), g(2, 3)) etc, ils de termi-
nent lequel des deux termes du couple et le plus grand, et reportent a vue cette
information pour effectuer les bons choix. Ce proce de peut prendre des formes
diverses, par exemple l’utilisation de bissectrices inte rieures. On remarquera
aussi qu’avec cette me thode la construction de g(4, 0) ne cessite la re solution
de 5 e quations du second degre (2 pour passer de L1 a L2) donc la construc-
tion de 5 cercles. Cette me thode est envisageable pour la construction
du 17-gone re gulier, mais l’est peu pour le 257-gone re gulier, et encore
moins pour le 65537-gone re gulier. De plus il est faux de pre tendre alors
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qu’on n’utilise que la re gle et le compas, la me thode n’e tant pas purement
alge brique.
En revanche, la me thode que nous avons expose e dans le chapitre 5.4 est
purement alge brique et est fonde e sur les expressions intrinse ques des
nombres e2(i), une seule valeur, e2(3)= 12 P1P2+
1
2 P2&
1
2 P1&
3
2 , n’e tant
pas triviale. Cette me thode n’implique aucun choix fonde sur des calculs de
valeurs approche es et ne ne cessite la re solution que de 4 e quations du
second degre , donc la construction de 4 cercles (dont le cercle unite ).
Application au cas p=28+1=257
On trouvera ci-dessous la liste des valeurs de e2(i) exprime es comme
combinaison Q-line aires des pe riodes de Gauss, pour i # 1, 7, telles
qu’elles ont e te calcule es a l’aide du logiciel Maple, en appliquant l’e galite
ge ne rale. Comme explique dans le cas ge ne ral, la liste de ces e galite s permet
d’obtenir toutes les e quations du second degre ne cessaires a l’obtention des
e le ments de P257 ,
e2(1)=64g(0, 0)=&64
e2(2)=16g(1, 1)+16g(1, 0)=16g(0, 0)=&16
e2(3)=2g(2, 0)+5g(2, 1)+4g(2, 2)+5g(2, 3)
e2(4)=2g(3, 0)+2g(3, 2)+ g(3, 4)+2g(3, 5)+ g(3, 6)
e2(5)= g(4, 0)+ g(4, 1)+ g(4, 2)+ g(4, 5)
e2(6)= g(5, 1)+ g(5, 23)
e2(7)= g(6, 56).
Nous allons maintenant de crire comment on peut utiliser ces e galite s,
ainsi que les comparaisons entre elles des pe riodes de Gauss (elles sont re elles
jusqu’au niveau 7) obtenues par des approximations nume riques, pour
construire effectivement, a la re gle et au compas, le nombre |=exp(2i?257).
De terminons d’abord les pe riodes de Gauss dont la construction est
ne cessaire. Comme g(8, 0) est ze ro de X2& g(7, 0) X+1, g(7, 0) est
ne cessaire; g(7, 0) e tant ze ro de X2& g(6, 0) X+ g(6, 56), g(6, 0) et g(6, 56)
sont ne cessaires; g(6, 0) est ze ro de X2& g(5, 0) X+ g(5, 1)+ g(5, 23), et
d’apre s ce qui a e te dit ci-dessus, g(6, 56) est ze ro de X2& g(5, 56) X+
g(5, 57)+ g(5, 79)=X2& g(5, 24) X+ g(5, 25)+ g(5, 15) puisque l’appli-
cation r [ g(5, r) est 32=25-pe riodique; les pe riodes de Gauss de niveau 5
a de terminer sont donc les pe riodes g(5, r) ou r # [0, 1, 15, 23, 24, 25].
Comme g(5, 0) est ze ro de X2& g(4, 0) X+ g(4, 0)+ g(4, 1)+ g(4, 2)+
g(4, 5), l’ensemble des r tels que g(4, r) est ne cessaire contient [0, 1, 2, 5];
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mais il faut aussi construire les pe riodes g(5, 1), g(5, 15), g(5, 23), g(5, 24),
g(5, 25) (qui sont deux a deux non conjugue s relativement a L4); pour
obtenir les nume ros des pe riodes de Gauss de niveau 4 ne cessaires a la
construction de g(5, 25) par exemple, on ajoute 25 modulo 16 aux e le ments
de [0, 1, 2, 5]; en prenant la re union des 6 ensembles obtenus, on trouve
que l’ensemble des r tels que g(4, r) est ne cessaire est:
[0, 1, 2, 5] _ [1, 2, 3, 6] _ [15, 0, 1, 4] _ [7, 8, 9, 12]
_ [8, 9, 10, 13] _ [9, 10, 11, 14]
=[0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15].
En re sume , il faut de terminer toutes les pe riodes de Gauss de niveau 4,
puis e videmment toutes celles de niveau 3, 2, 1. Le nombre de pe riodes a
de terminer est
2+4+8+16+6+2+1+1=40
Le nombre de cercles a construire est infe rieur, puisque dans les 4 premiers
niveaux un cercle de termine 2 pe riodes ne cessaires, leur nombre est 1+2+
4+8+6+2+1+1=25.
Il reste maintenant a determiner l’ordre dans lequel se trouvent les
pe riodes conjugue es g(i, r) et g(i, r+2i&1), ou i # 1, 7; nous pouvons
supposer r # 0, 2i&1&1; le cas g(i, r+2i&1)>g(i, r) sera symbolise dans
les tableaux ci-dessous par un signe +, l’autre cas par un signe &. Pour
les niveaux 1, 2, 3, 4, toutes les comparaisons sont ne cessaires; pour le
niveau 5 il faut comparer les pe riodes g(5, r) ou r # [0, 1, 15, 23, 24, 25] a
leurs conjugue es, et par conse quent e tablir les valeurs du signe pour r #
[0, 1, 15, 7, 8, 9] (valeurs de r prises modulo 16); pour le niveau 6, on
e tablit les valeurs du signe pour r # [0, 24] (puisque 56=24+32),
1 _ 0&&
2 _ 0&
1
&&
3 _ 0&
1
+
2
&
3
+&
4 _ 0&
1
&
2
&
3
&
4
&
5
&
6
+
7
&&
5 _ 0&
1
&
15
&
7
+
8
+
9
+&
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6 _ 0&
24
+&
7 _ 0&& .
Si : et ; sont re els, et si le polyno^me X2&: X+; a deux ze ros re els, ses
ze ros sont les points d’intersection de la droite re elle avec le cercle centre
sur la droite d’e quation x= :2 et qui passe par les points d’abscisse 0 et
d’ordonne es respectives 1 et ;. Seules les constructions reque rant des
constructions de cercles ont e te repre sente es, et non pas les constructions
de points barycentres a coefficients rationnels de points de ja construits.
Les expresssions intrinse ques des complexes e2(i) en fonction des pe riodes
de Gauss g(0, 0), g(1, 0), ..., g(i&1, 0), pour i # 1, 7, devraient permettre de
re aliser effectivement, sans proble me de localisation, et avec un nombre
optimal de cercles, une construction a la re gle et au compas du 257-gone
re gulier; mais les expressions trouve es, qu’on lira ci-dessous, sont beaucoup
trop complique es pour permettre mate riellement une construction effective.
Les notations utilise es ici sont celles de l’algorithme ge ne ral:
e2(1)=&64
e2(2)=&16
e2(3)=&2P2&P1&5
e2(4)=&18 P3P2 P1+
9
8 P3 P2&
3
4 P3P1&
1
8 P2P1+
11
2 P3+
11
8 P2+2P1&
27
2
e2(5)=& 1136 P4P3P2P1+
5
136 P4P3P2+
1
68 P4P3P1&
1
17 P4P2P1+
23
34 P4 P3
& 734 P4P2+
2
17 P4P1+
1
8 P3 P2&
1
8 P3 P1+
24
17 P4&
1
2 P3
&14 P2&
1
4 P1&6
e2(6)= 7778704 P5P4P3P2P1&
6775
8704 P5P4P3 P2+
1439
2176 P5P4P3 P1
+ 8278704 P5P4P2P1+
117
512 P5P3P2 P1&
239
4352 P4 P3P2P1&
9201
2176 P5 P4P3
&62778704 P5P4P2&
371
2176 P5P4 P1&
907
512 P5 P3P2+
147
128 P5P3P1
+191512 P5 P2P1+
2113
4352 P4 P3P2&
1317
1088 P4 P3P1+
1131
4352 P4 P2P1
& 11256 P3 P2P1+
9709
2176 P5 P4&
1053
128 P5 P3&
1281
512 P5P2&
119
128 P5P1
+87271088 P4P3&
4533
4352 P4P2&
251
1088 P4 P1+
53
256 P3 P2&
141
64 P3P1
+167256 P2 P1+
937
128 P5&
2451
1088 P4+
1075
64 P3&
1177
256 P2&
31
64 P1+
193
64
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e2(7)= 2729364922438912 P6P5P4P3 P2P1&
205190575
22438912 P6 P5P4P3P2
&92174495609728 P6P5P4 P3P1+
98898947
22438912 P6P5 P4 P2P1
+54636611319936 P6P5P3 P2P1+
17577257
11219456 P6P4 P3 P2P1
+25259512804864 P5P4P3 P2P1+
70268487
5609728 P6P5 P4P3&
749595069
22438912 P6P5P4P2
&394583955609728 P6P5P4P1&
41013139
1319936 P6 P5P3 P2&
1990981
329984 P6 P5P3P1
+200198631319936 P6P5P2P1&
131621335
11219456 P6P4P3 P2&
8263201
2804864 P6 P4P3P1
+6679621911219456 P6 P4P2 P1+
3580341
659968 P6P3P2 P1&
18771277
2804864 P5 P4P3P2
&360201175304 P5P4P3P1+
9916369
2804864 P5 P4P2 P1+
519231
164992 P5P3P2P1
+472993350608 P4P3P2P1+
300852677
5609728 P6P5P4+
14911627
329984 P6P5 P3
&1508119451319936 P6P5P2&
7977999
329984 P6 P5P1+
61687887
2804864 P6 P4P3
&50391142911219456 P6P4P2&
26364147
2804864 P6P4P1&
26886763
659968 P6P3P2
&1560389164992 P6P3P1+
13466815
659968 P6 P2P1+
10422273
701216 P5P4 P3
&742979752804864 P5P4P2&
3902323
701216 P5 P4P1&
3897225
164992 P5P3 P2
&25506541248 P5P3P1+
1991813
164992 P5P2 P1&
1790037
175304 P4P3P2
&392347350608 P4P3P1+
3276493
701216 P4P2P1+
46511
10312 P3P2P1
+60138833329984 P6P5+
195035405
2804864 P6P4+
11733923
164992 P6 P3&
101472705
659968 P6 P2
&5317895164992 P6P1+
27840187
701216 P5P4+
1903309
41248 P5 P3&
14984395
164992 P5 P2
&77530941248 P5P1+
1582897
175304 P4P3&
24826943
701216 P4P2&
1319845
175304 P4 P1
&69881320624 P3P2&
108911
20624 P3P1+
665199
41248 P2 P1+
39772809
164992 P6+
5849471
41248 P5
+258213343826 P4+
410255
10312 P3&
4989437
41248 P2&
267359
10312 P1+
1001989
5156
e2(8)=1.
Application au cas p=216+1=65537
On trouvera ci-dessous les expressions des complexes e2(i) comme
combinaisons Q-line aires des pe riodes de Gauss, pour i # 1, 15, obtenues
par des e galite s the oriques ou a l’aide du logiciel Maple.
e2(1)=&
p&1
4
=&16384
e2(2)=4096g(1, 1)+4096g(1, 0)=4096g(0, 0)=&4096
e2(3)=992g(2, 0)+1040g(2, 1)+1024g(2, 2)+1040g(2, 3)
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e2(4)=284g(3, 0)+237g(3, 1)+272g(3, 2)+237g(3, 3)
+256g(3, 4)+269g(3, 5)+256g(3, 6)+237g(3, 7)
e2(5)=80g(4, 0)+62g(4, 1)+60g(4, 2)+64g(4, 3)+57g(4, 4)+60g(4, 5)
+61g(4, 6)+60g(4, 7)+68g(4, 8)+64g(4, 9)+64g(4, 10)
+58g(4, 11)+65g(4, 12)+70g(4, 13)+61g(4, 14)+70g(4, 15)
e2(6)=4g(5, 0)+12g(5, 1)+20g(5, 2)+13g(5, 3)+20g(5, 4)+18g(5, 5)
+16g(5, 6)+19g(5, 7)+19g(5, 8)+22g(5, 9)+12g(5, 10)
+22g(5, 11)+13g(5, 12)+13g(5, 13)+11g(5, 14)+22g(5, 15)
+20g(5, 16)+15g(5, 17)+25g(5, 18)+12g(5, 19)+16g(5, 20)
+12g(5, 21)+16g(5, 22)+17g(5, 23)+29g(5, 24)+16g(5, 25)
+7g(5, 26)+17g(5, 27)+13g(5, 28)+17g(5, 29)+13g(5, 30)
+11g(5, 31)
e2(7)=3g(6, 1)+2g(6, 2)+5g(6, 3)+5g(6, 4)+5g(6, 5)+2g(6, 6)
+5g(6, 7)+2g(6, 8)+6g(6, 9)+5g(6, 10)+6g(6, 11)+ g(6, 12)
+6g(6, 13)+3g(6, 14)+5g(6, 15)+6g(6, 16)+8g(6, 17)+3g(6, 18)
+5g(6, 19)+2g(6, 20)+5g(6, 21)+5g(6, 22)+ g(6, 23)+3g(6, 24)
+10g(6, 25)+3g(6, 26)+3g(6, 27)+4g(6, 28)+5g(6, 29)+ g(6, 30)
+4g(6, 31)+ g(6, 32)+6g(6, 33)+3g(6, 34)+2g(6, 35)+ g(6, 36)
+g(6, 37)+7g(6, 38)+3g(6, 39)+3g(6, 40)+3g(6, 41)+4g(6, 42)
+6g(6, 43)+3g(6, 44)+2g(6, 45)+3g(6, 46)+4g(6, 47)+7g(6, 48)
+7g(6, 49)+4g(6, 50)+4g(6, 51)+5g(6, 52)+6g(6, 53)+8g(6, 54)
+2g(6, 55)+2g(6, 56)+4g(6, 57)+3g(6, 58)+4g(6, 59)+3g(6, 60)
+5g(6, 61)+8g(6, 62)+3g(6, 63)
e2(8)=2g(7, 0)+ g(7, 1)+ g(7, 3)+ g(7, 4)+ g(7, 6)+ g(7, 7)
+g(7, 8)+3g(7, 10)+ g(7, 14)+ g(7, 15)+ g(7, 16)+ g(7, 20)
+g(7, 22)+ g(7, 25)+ g(7, 26)+3g(7, 29)+ g(7, 30)+2g(7, 33)
+2g(7, 34)+ g(7, 35)+2g(7, 36)+ g(7, 37)+2g(7, 38)+2g(7, 40)
+2g(7, 41)+2g(7, 42)+ g(7, 45)+ g(7, 47)+ g(7, 48)+ g(7, 51)
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+g(7, 56)+5g(7, 57)+ g(7, 58)+2g(7, 59)+ g(7, 60)+ g(7, 61)
+2g(7, 63)+4g(7, 65)+2g(7, 67)+2g(7, 70)+2g(7, 73)+2g(7, 74)
+2g(7, 76)+2g(7, 79)+ g(7, 80)+ g(7, 82)+2g(7, 83)+ g(7, 86)
+2g(7, 87)+2g(7, 88)+ g(7, 89)+ g(7, 90)+2g(7, 94)+ g(7, 95)
+2g(7, 97)+ g(7, 98)+ g(7, 99)+3g(7, 100)+2g(7, 101)
+2g(7, 103)+2g(7, 104)+3g(7, 105)+4g(7, 106)+2g(7, 108)
+2g(7, 109)+ g(7, 110)+ g(7, 111)+4g(7, 114)+ g(7, 115)
+g(7, 116)+2g(7, 117)+ g(7, 118)+ g(7, 119)+2g(7, 121)
+g(7, 123)+ g(7, 124)+ g(7, 125)+2g(7, 127)
e2(9)=2g(8, 3)+ g(8, 4)+ g(8, 7)+ g(8, 14)+ g(8, 19)+2g(8, 28)
+g(8, 29)+ g(8, 30)+ g(8, 33)+ g(8, 37)+ g(8, 39)+ g(8, 41)
+g(8, 43)+ g(8, 44)+ g(8, 50)+ g(8, 51)+ g(8, 53)+ g(8, 56)
+g(8, 59)+ g(8, 61)+ g(8, 65)+ g(8, 68)+ g(8, 70)+ g(8, 78)
+g(8, 79)+ g(8, 81)+3g(8, 82)+ g(8, 84)+ g(8, 88)+ g(8, 89)
+g(8, 106)+ g(8, 109)+ g(8, 112)+ g(8, 117)+ g(8, 124)
+g(8, 128)+ g(8, 135)+ g(8, 142)+ g(8, 146)+2g(8, 156)
+g(8, 173)+ g(8, 175)+2g(8, 185)+ g(8, 186)+ g(8, 187)
+g(8, 188)+ g(8, 195)+ g(8, 200)+ g(8, 212)+ g(8, 219)
+g(8, 231)+ g(8, 233)+ g(8, 243)+2g(8, 245)+ g(8, 250)
+g(8, 252)+ g(8, 253)
e2(10)= g(9, 40)+ g(9, 48)+2g(9, 67)+ g(9, 80)+2g(9, 85)+2g(9, 87)
+g(9, 91)+ g(9, 105)+ g(9, 108)+ g(9, 113)+2g(9, 134)
+2g(9, 174)+ g(9, 210)+ g(9, 225)+ g(9, 232)+ g(9, 268)
+g(9, 274)+ g(9, 277)+ g(9, 280)+ g(9, 302)+ g(9, 348)
+g(9, 378)+ g(9, 389)+ g(9, 430)+2g(9, 450)+ g(9, 464)
e2(11)=2g(10, 0)+ g(10, 23)+2g(10, 154)+ g(10, 184)+ g(10, 308)
+g(10, 359)+ g(10, 530)+ g(10, 666)+ g(10, 718)+ g(10, 733)
+2g(10, 777)+ g(10, 840)+ g(10, 945)
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e2(12)= g(11, 0)+ g(11, 1)+ g(11, 2)+ g(11, 777)+ g(11, 800)
+g(11, 1099)+ g(11, 1178)+ g(11, 1263)
e2(13)= g(12, 1)+ g(12, 1265)+ g(12, 1899)+ g(12, 4003)
e2(14)= g(13, 3164)+ g(13, 8100)
e2(15)= g(14, 3072).
Une construction concre te des e le ments de P65537 n’est pas exclue, mais elle
rele verait d’un projet industriel de haute pre cision. En effet, avec un cercle de
10 me tres de rayon, la longueur du co^te du 65537-gone serait le ge rement
infe rieure a 1 millime tre (entre 19 et 20 secondes d’arc). Il faudrait donc un
projet de me canique de haute pre cision, semblable a ceux qui sont conc us
pour polir les miroirs des te lescopes ge ants de diame tre supe rieur a 5 me tres.
Pour obtenir une figure correcte, qui ne pourrait e^tre mate rialise e que sur un
mate riau rigide (par exemple une ce ramique) avec des proce de s de trace de
haute finesse, il faudrait a chaque e tape travailler avec une pre cision d’au
moins 10&6 millime tres, et la seule maintenance de la figure ainsi construite
(qui pourrait e^tre expose e dans un Muse e de la Science) poserait des
proble mes ardus (maintien d’une tempe rature rigoureusement constante,
protection stricte contre toute poussie re, correcteurs de gravitation, syste me
pour e viter toute de formation de la figure sous l’effet de son propre poids,
etc). Ce qui est su^r, c’est que si cette construction devait un jour e^tre
entreprise, l’algorithme expose ci-dessus permettrait d’en de finir entie rement
la strate gie the orique.
L’algorithme expose plus haut qui donne les expressions intrinse ques des
e le ments de Pp pourrait e^tre utilise sans modification dans ce cas p=65537,
mais sa mise en #uvre ne cessiterait de tre s puissants moyens de calcul.
Figures de la construction effective du 257-gone
Nous donnons 5 niveaux de figures faites a la re gle et au compas aboutis-
sant a la construction de |=exp( 2i?257). Dans chaque figure, on construit les
pe riodes de Gauss de certains niveaux. Pour en rester a des figures lisibles,
nous n’avons pas repre sente la construction ge ome trique des combinaisons
Z-line aires de pe riodes de Gauss. Nous avons repre sente les cercles qui
donnent, par intersection avec l’axe re el, les pe riodes de Gauss g(i, r) pour
i7, puis sur la dernie re figure (figure 20), nous avons repre sente un morceau
du cercle unite , le re el 12 g(7, 0) (qui est tre s le ge rement infe rieur a 1), la
droite paralle le a l’axe imaginaire ayant pour abscisse 12 g(7, 0), et le point
de partie imaginaire >0 commun a cette droite et au cercle unite : ce point
d’intersection est |. Les cercles utilise s sont note s 1i, j avec i variant de 0
a 6. Un cercle 1i, r coupe l’axe re el en les deux pe riodes de Gauss de niveau
i+1, conjugue es par rapport au corps engendre par les pe riodes de niveau i:
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ces deux pe riodes sont donc g(i+1, r) et g(i+1, r+2i) avec un entier
r<2i. L’abscisse du centre de 1i, r est 12 g(i, r), et 1i, r recoupe l’axe imaginaire
en les points d’ordonne es 1 et g(i+1, r) g(i+1, r+2i)=.3vr (e2(i+1)); nous
n’en avons pas repre sente la construction ge ome trique. Les e nume rations
des deux pe riodes de Gauss intersections de 1i, r avec R seront e crites dans
l’ordre croissant, en application du tableau des comparaisons donne juste
avant les expressions intrinse ques des e2(i).
Sur la figure 16, l’unite de longueur est voisine de 3 mm; on n’a indique
que g(1, 1) et g(1, 0).
FIG. 16. Pe riodes de niveau 1, 2 et 3. On a
11, 1 & R=[g(2, 3), g(2, 1)]; 11, 0 & R=[g(2, 2), g(2, 0)]; 12, 3 & R=[g(3, 3), g(3, 7)];
12, 2 & R=[g(3, 6), g(3, 2)]; 12, 1 & R=[g(3, 1), g(3, 5)]; 12, 0 & R=[g(3, 4), g(3, 0)].
Les e paisseurs des points repre sentant des g(i, r) diminuent quand i cro@^t. Le tre s petit cercle
est 12, 1 , non indique sur la figure. L’ordre croissant des pe riodes est (par niveau):
g(2, 3)<g(2, 2)<g(2, 1)<g(2, 0);
g(3, 3)<g(3, 6)<g(3, 7)<g(3, 4)<g(3, 1)<g(3, 5)<g(3, 2)<g(3, 0).
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L’unite de longueur sur la figure 17 est environ 5 mm.
FIG. 17. Pe riodes de niveau 4. Nous avons repre sente les 8 cercles qui permettent de
construire les g(4, r), les centres de ces cercles, et les 16 valeurs des g(4, r). L’ordre croissant
de ces dernie res est: g(4, 15) < g(4, 9) < g(4, 11) < g(4, 6) < g(4, 3) < g(4, 13)<g(4, 12)<
g(4, 14) < g(4, 4) < g(4, 10) < g(4, 2) < g(4, 8) < g(4, 7) < g(4, 5) < g(4, 1) < g(4, 0). Enfin,
on a:
13, 7 & R=[g(4, 15), g(4, 7)]; 13, 1 & R=[g(4, 9), g(4, 1)]; 13, 3 & R=[g(4, 11), g(4, 3)]
13, 6 & R=[g(4, 6), g(4, 14]; 13, 4 & R=[g(4, 12), g(4, 4)]; 13, 2 & R=[g(4, 10), g(4, 2)]
13, 0 & R=[g(4, 8), g(4, 0)]; 13, 5 & R=[g(4, 13), g(4, 5)].
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FIG. 18. Pe riodes de niveau 5. Nous avons repre sente seulement les 6 cercles qui permet-
tent de construire les 6 valeurs des g(5, r) qui suffisent pour arriver a |. Voici ces valeurs et
leurs conjugue es, dans leur ordre croissant: g(5, 9)<g(5, 31)<g(5, 15)<g(5, 8)<g(5, 7)<
g(5, 17)<g(5, 25)<g(5, 23)<g(5, 16)<g(5, 24)<g(5, 1)<g(5, 0). Enfin, on a:
14, 9 & R=[g(5, 9), g(5, 25)]; 14, 15 & R=[g(5, 31), g(5, 15]; 14, 8 & R=[g(5, 8), g(5, 24)]
14, 7 & R=[g(5, 7), g(5, 23)]; 14, 1 & R=[g(5, 17), g(5, 1)]; 14, 0 & R=[g(5, 16), g(5, 0)]].
Sur la figure 18, l’unite de longueur est voisine de 5 mm.
Sur la figure 19, l’unite de longueur est voisine de 9.5 mm. La pe riode
g(6, 24), qui semble e^tre a l’origine, n’est e videmment pas nulle. Le point
g(7, 0), malgre les apparences, n’est pas sur le cercle 15, 0 , le point commun
a ce dernier cercle et R autre que g(6, 0) e tant g(6, 32), qui est tre s voisin
de g(7, 0) mais en est distinct. Le cercle 16, 0 n’est pas tangent a R, son
deuxie me point commun avec R est g(7, 64) (que nous n’avons pas indique
sur la figure), qui est <g(7, 0). On a les valeurs approche es a 10&4 pre s par
de faut (calcul sous Mathematica):
g(6, 24)=0.0243; g(7, 64)=1.8489; g(7, 0)=1.9994; g(6, 32)=2.0026.
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FIG. 19. Sur cette figure, on repre sente les deux cercles qui permettent de construire les
2 valeurs des g(6, r) qui suffisent pour arriver a |. puis le cercle qui de termine g(7, 0) et
g(7, 64). On a: g(6, 24)<g(6, 32)<g(6, 56)<g(6, 0),
15, 0 & R=[g(6, 32), g(6, 0)]; 15, 24 & R=[g(6, 24), g(6, 56)]; 16, 0 & R=[g(7, 64), g(7, 0)].
L’unite de longueur de la figure 20 est tre s sensiblement e gale a 2820
mm. Sur l’axe re el, nous avons indique l’unite et les points d’abscisse 0.99,
1
2 g(7, 0) et 1.01. Nous avons repre sente un arc C du cercle unite et la
paralle le D a l’axe imaginaire passant par 12 g(7, 0), qui recoupe C en |. On
notera la remarquable pre cision de la figure, puisque 1& 12 g(7, 0) est e gal
a 3 } 10&4 a 5 } 10&5 pre s par de faut, et pourtant, | est correctement place ,
avec une pre cision infe rieure au dixie me de millime tre sur la figure alors
que le rayon du cercle unite est 2820 mm, ce qui signifie qu’en reportant
tre s soigneusement l’arc de 1 a | sur ce cercle unite , on constatera la
division du cercle en 257 parties e gales a moins de 10 mm pre s, alors que
la circonfe rence du cercle unite mesure environ 17720 mm.
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FIG. 20. Le nombre |=e2i?257.
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